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Prof. K. Hess-Bellwald 2



Table des matières

1 Une introduction axiomatique à l’homologie 5
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TABLE DES MATIÈRES

Introduction

Définition. Ce polycopié est le retranscription des notes du cours d’homotopie et homologie donné
par le professeur K. Hess-Bellwald durant le semestre d’automne 2012.

Corollaire. Malgré de nombreuses relectures, des erreurs peuvent subsister... ce polycopié est donc
fourni sans garantie !
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Chapitre 1

Une introduction axiomatique à
l’homologie

1.1 Éléments de la théorie des catégories

1.1.1 Définition (Catégorie). Une catégorie C est constituée des éléments suivants :
• Une classe Obj C appelée les objets de C,
• Pour chaque paire X,Y ∈ Obj C, une classe C(X,Y ) de morphismes de X vers Y ,
• Pour tout X,Y, Z ∈ Obj C, une fonction de composition associative :

C(X,Y )×C(Y,Z) −→ C(X,Z)

(f, g) 7−→ g ◦ f

que l’on peut représenter par le diagramme suivant :

X Y

Z

f

g ◦ f
g

,

• Pour tout X ∈ Obj C, un unique morphisme IdX appelé le morphisme identité et qui est tel
que :

f ◦ IdX = f et IdY ◦f = f, ∀f ∈ C(X,Y ).

1.1.2 Notation. • Si f ∈ C(X,Y ), alors on note f : X −→ Y ou encore X
f−→ Y ,

• La classe des morphismes de C est notée :

Mor C =
⋃

X,Y ∈ObjC

C(X,Y ).

1.1.3 Exemples. 1. On note Set la catégorie des ensembles. On a que Obj Set est la classe de
tous les ensembles et que si X,Y ∈ Obj Set, alors Set(X,Y ) est la classe des fonctions de X
vers Y . La composition est la composition de fonctions usuelle. Le morphisme identité est la
fonction identité usuelle.
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1.1. ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES CATÉGORIES

2. On note Top la catégorie des espaces topologiques. On a que Obj Top est la classe de tous
les espaces topologiques et que si X,Y ∈ Obj Top, alors Top(X,Y ) est la classe des fonctions
continues de X vers Y .

3. On note Top∗ la catégorie des espaces topologiques pointés. On a que Obj Top∗ est la classe
de tous les espaces topologiques pointés et que si X,Y ∈ Obj Top∗, alors Top∗(X,Y ) est la
classe des fonctions continues pointés de X vers Y .

4. On note Grp la catégorie des groupes.

5. On note Ab la catégorie des groupes abéliens.

6. Soit G un groupe. On note G la catégorie qui est telle que Obj G = {∗} et que G(∗, ∗) = G.
La composition est alors a ◦ b = ab pour tout a, b ∈ G(∗, ∗). L’identité est Id∗ = IdG.

1.1.4 Définition (Foncteur). Soient C et D deux catégories. Un foncteur F : C −→ D est définit
par deux fonctions :

F0 : Obj C −→ Obj D

F1 : Mor C −→ Mor D

telles que :

• Pour tout X,Y ∈ Obj C, on a F1 : C(X,Y ) −→ D (F0(X), F0(Y )),
• Pour tout X,Y, Z ∈ Obj C et pour tout morphismes f : X −→ Y et g : Y −→ Z, on a
F1(g ◦ f) = F1(g) ◦ F1(f),

• Pour tout X ∈ Obj C, on a F1(IdX) = IdF0(X).

1.1.5 Exemples. 1. Le groupe fondamental π1 : Top∗ −→ Grp.

2. Le foncteur oubli

U : Grp −→ Set

U0 : G 7−→ G

U1 : f 7−→ f

qui ”oublie” la structure de groupe. On peut définir de même les foncteurs suivants :

U : Ab −→ Set

U : Top −→ Set

U : Top∗ −→ Set

U : Ab −→ Grp

U : Top∗ −→ Top.

3. Le foncteur ”discret” :

D : Set −→ Top

D0 : X 7−→ (X,Tdisc)

D1 : f 7−→ f.

1.1.6 Définition (Diagramme commutatif). Soit C une catégorie. Soient A,B,C,D ∈ Obj C et
f : A −→ B, g : A −→ C, i : C −→ D, j : B −→ D des morphismes tels que j ◦ f = i ◦ g. Alors on
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CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE À L’HOMOLOGIE

dit que le diagramme suivant commute :

A B

C D

f

g j

i

.

1.1.7 Définition (Pushout). Soit C une catégorie. Soit le diagramme suivant :

A B

C

f

g

.

Soit P ∈ Obj C et i : C −→ P , j : B −→ P des morphismes tels que le diagramme suivant
commute :

A B

C P

f

g j

i

.

On dit que P, i, j est un pushout de A,B,C, f, g si ∀P ′ ∈ Obj C, ∀i′ : C −→ P , ∀j′ : B −→ P tels
que le diagramme suivant commute :

A B

C P ′

f

g j′

i′

alors il existe un unique morphisme u : P −→ P ′ tel que le diagramme suivant commute :

A B

C P

P ′

f

g j
j′

i

i′

u

.
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1.1. ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES CATÉGORIES

1.1.8 Notation. On note alors :

A B

C P

p

f

g j

i

ou encore :
P = B

∐
A

C.

1.1.9 Exemples. 1. Prenons la catégorie Top :

({0, 1},Tdisc) I

{∗} S1
px 7→ ∗ exp

∗ 7→ (1, 0)
.

2. Prenons la catégorie Ab :

Z Z

Z/nZ Z/mnZ

p

×m

.

1.1.10 Définition (Pullback). Soit C une catégorie. Soit le diagramme suivant :

B

C A

f

g

.

Soit P ∈ Obj C et i : P −→ C, j : P −→ B des morphismes tels que le diagramme suivant
commute :

P B

C A

j

i f

g

.

On dit que P, i, j est un pullback de A,B,C, f, g si ∀P ′ ∈ Obj C, ∀i′ : P −→ C, ∀j′ : P −→ B tels
que le diagramme suivant commute :

P ′ B

C A

j′

i′ f

g

Prof. K. Hess-Bellwald 8



CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE À L’HOMOLOGIE

alors il existe un unique morphisme v : P ′ −→ P tel que le diagramme suivant commute :

P ′

P B

C A

j′

v

i′

j

i f

g

.

1.1.11 Notation. On note alors :

P B

C A

y

j

i f

g

.

1.1.12 Exemple. Prenons la catégorie Top :

S1 R

R R

y

(x, y) 7→ y

(x, y) 7→ x y 7→ 1− y2

x 7→ x2 .

1.2 Invariants homotopiques

1.2.1 Définition. On définit la catégorie Toprel par :
– Objets : Couples d’espaces topologiques (X,A) où A est un sous espace de X,
– Morphismes : f ∈ Toprel ((X,A), (Y,B)) si f ∈ Top(X,Y ) et si f(A) ⊆ B,
– On utilise la composition et l’identité usuelle.

Sous catégories importantes :
• Top∗ : On restreint la classe des objets aux couples (X, {x0}) avec x0 ∈ X. Les morphismes

deviennent les applications basées.
• Top : On restreint la classe des objets aux couples (X, ∅). Les morphismes deviennent les

applications continues.

1.2.1 Homotopie dans Toprel

1.2.2 Définition (Homotopie). Soient f, g : (X,A) −→ (Y,B). Une homotopie de f vers g est
un morphisme de Toprel

H : (X × I, A× I) −→ (Y,B)

tel que H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x) pour tout x ∈ X.

1.2.3 Remarque. H étant un morphisme, on a que H(a, t) ∈ B, ∀a ∈ A,∀t ∈ I.
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Cas spéciaux :
• Si A = {x0}, B = {y0}, alors on parle d’homotopie basée.
• Si A,B = ∅ alors on parle juste d’homotopie (absolue).

1.2.4 Proposition. La relation sur Toprel((X,A), (Y,B)) donnée par l’homotopie est une relation
d’équivalence.

Cette proposition justifie l’introduction de :

1.2.5 Notations. On note 'A la relation donnée par l’homotopie sur Toprel((X,A), (Y,B)). Le
quotient est noté

[(X,A), (Y,B)] = Toprel((X,A), (Y,B))/ 'A .

La classe d’un morphisme f est noté [f ].

1.2.6 Notations (Abus de). Dans le cas où A = {x0} et B = {y0}, on note '∗ pour 'A, [f ]∗ pour
[f ] et [X,Y ]∗ pour [(X,A), (Y,B)]∗.

On va utiliser cette notion d’homotopie pour formuler une relation d’équivalence sur les espaces
qui les classifiera ”à déformation continue près”.

1.2.7 Définition (Équivalence d’homotopie, type d’homotopie). Un morphisme f : (X,A) −→
(Y,B) est une équivalence d’homotopie s’il admet un inverse à homotopie près : ∃g : (Y,B) −→
(X,A) tel que

g ◦ f 'A IdX et f ◦ g 'B IdY .

Deux objets (X,A), (Y,B) ∈ Obj Toprel ont le même type d’homotopie s’il existe une équivalence
d’homotopie qui les relie. On note alors (X,A) ' (Y,B).

Le but de la théorie de l’homotopie est de classifier tous les types d’homotopie en utilisant les
invariants homotopiques.

1.2.8 Définition (Invariant homotopique). Un foncteur F : Toprel −→ C est un invariant
homotopique si ∀f, g : (X,A) −→ (Y,B) on a f 'A g =⇒ F (f) = F (g).

1.2.9 Proposition. Si F : Toprel −→ C est un invariant homotopique, alors (X,A) ' (Y,B) =⇒
F (X,A) ∼= F (Y,B).

Démonstration. Si (X,A) ' (Y,B), alors ∃f : (X,A) −→ (Y,B) un équivalence d’homotopie
d’inverse homotopique g : (Y,B) −→ (X,A). Ainsi g ◦ f 'A IdX et f ◦ g 'B IdY . Puisque F est
un invariant homotopique, on a :

IdF (X,A) = F
(
Id(X,A)

)
= F (IdX)

= F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

De même, IdF (Y,B) = F (f) ◦ F (g). Ainsi, F (X,A) ∼= F (Y,B).

1.2.10 Propriété. Si F est un invariant homotopique, alors :

F (X,A) 6∼= F (Y,B) =⇒ (X,A) 6' (Y,B).

Car particuliers :
• Invariants homotopiques basés : F : Top∗ −→ C avec f '∗ g =⇒ F (f) = F (g).
• Invariants homotopiques (absolus) : F : Top −→ C avec f ' g =⇒ F (f) = F (g).

Prof. K. Hess-Bellwald 10



CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE À L’HOMOLOGIE

1.2.11 Exemple.

π1 : Top∗ −→ Grp

(X,x0) 7−→ π1(X,x0) = [(I, {0, 1}), (X, {x0})]

est un invariant homotopique basé.

1.2.12 Proposition. La composition d’applications continues induit une application bien définie :

[(X,A), (Y,B)]× [(Y,B), (Z,C)] −→ [(X,A), (Z,C)]

([f ], [g]) 7−→ [g ◦ f ].

Démonstration. A voir : si f 'A f ′ et g 'B g′, alors g ◦f 'A g′ ◦f ′. Soient H : (X× I, A× I) −→
(Y,B) une homotopie de f vers f ′ et K : (Y × I,B × I) −→ (Z,C) une homotopie de g vers
g′. Observer que g ◦ H : (X × I, A × I) −→ (Z,C) est une homotopie de g ◦ f vers g ◦ f ′ car
g◦H(x, 0) = g◦f(x) et g◦H(x, 1) = g◦f ′(x) pour tout x ∈ X. Pour conclure, il faut une homotopie
de g ◦ f ′ vers g′ ◦ f ′. Définissons K ′ : (X × I,A × I) −→ (Z,C) par K ′(x, t) = K(f ′(x), t). Elle
est évidemment continue. Par ailleurs, K ′(a, t) ∈ C pour tout a ∈ A et t ∈ I. Donc K ′ est bien un
morphisme de Toprel. Enfin, K ′(x, 0) = K(f(x), 0) = g◦f ′(x) et K ′(x, 1) = K(f ′(x), 1) = g′◦f ′(x).
Donc on a :

g ◦ f 'A g ◦ f ′ 'A g′ ◦ f ′.

1.2.13 Corollaire. 1. ∀f : (X,A) −→ (Y,B), il existe une application bien définie

f∗ : [(Y,B), (Z,C)] −→ [(X,A), (Z,C)]

[g] 7−→ [g ◦ f ].

De plus, f 'A f ′ =⇒ f∗ = (f ′)∗.

2. ∀g : (Y,B) −→ (Z,C), il existe une application bien définie

g∗ : [(X,A), (Y,B)] −→ [(X,A), (Z,C)]

[f ] 7−→ [g ◦ f ].

De plus, g 'B g′ =⇒ g∗ = g′∗.

Démonstration. 1. Considérons

ψf : [(Y,B), (Z,C)] −→ [(X,A), (Y,B)]× [(Y,B), (Z,C)]

[g] 7−→ ([f ], [g]).

On a f∗ : [g]
ψf7−→ ([f ], [g]) 7−→ [g ◦ f ]. Puis f 'A f ′ =⇒ [f ] = [f ′] =⇒ [g ◦ f ] = [g ◦ f ′] =⇒

f∗ = (f ′)∗.

2. De même...

1.2.14 Corollaire. Pour tout objet (X,A) ∈ Obj Toprel, il existe un invariant homotopique :

[(X,A),−] : Toprel −→ Set

(Y,B) 7−→ [(X,A), (Y,B)](
(Y,B)

g−→ (Z,C)
)
7−→

(
[(X,A), (Y,B)]

g∗−→ [(X,A), (Z,C)]
)
.

Prof. K. Hess-Bellwald 11



1.2. INVARIANTS HOMOTOPIQUES

Démonstration. • Nous avons déjà vu que g 'B g′ =⇒ g∗ = g′∗.
• [(X,A),−] est un foncteur car :

– ∀g : (Y,B) −→ (Z,C),∀h : (Z,C) −→ (W,D),∀[f ] ∈ [(X,A), (Y,B)], on a que :

(h ◦ g)∗([f ]) = [h ◦ g ◦ f ] = h∗ ◦ g∗([f ])

=⇒ (h ◦ g)∗ = h∗ ◦ g∗,

– ∀(Y,B) ∈ Obj Toprel,∀[f ] ∈ [(X,A), (Y,B)] on a que :(
Id(Y,B)

)
∗ ([f ]) = (IdY )∗ ([f ]) = [f ]∗ = Id[(X,A),(Y,B)]([f ])

=⇒
(
Id(Y,B)

)
∗ = Id[(X,A),(Y,B)] .

1.2.15 Exemple. Soient (S1, 1) et (S1 × S1, (1, 1)). Alors on sait que π1(S1, 1) ∼= Z et que π1(S1 ×
S1, (1, 1)) ∼= Z× Z. Observons que dans Grp, Z 6∼= Z× Z mais que dans Set, Z ∼= Z× Z. Ainsi, la
structure de groupe rend l’invariant plus fort.

On verra plus tard pour quel type d’espace (X,A) l’ensemble [(X,A), (Y,B)] admet une structure
de groupe naturelle. On verra par exemple que [(Sn, {z0}), (Y, {y0})] admet toujours une structure
de groupe. Il est même abélien si n ≥ 2.

1.2.16 Définition (Groupes d’homotopie supérieurs). Le n-ième groupe d’homotopie est
définit par le foncteur :

πn : Top∗ −→ Grp

(Y, y0) 7−→ [(Sn, {z0}), (Y, y0)] .

1.2.17 Exercice. Montrer que
[
(S1, 1), (Y, y0)

] ∼= [(I, {0, 1}), (Y, {y0})].

1.2.18 Définition (Équivalence faible). On dit qu’un morphisme de Top∗ est une équivalence
faible si ∀n ≥ 1, le morphisme πn(g) = πng est un isomorphisme.

1.2.19 Remarque. Toute équivalence d’homotopie est une équivalence faible. En revanche, une
équivalence faible n’est en général par une équivalence d’homotopie. On verra cependant en fin de
semestre que si Y et Z sont des CW-complexes, alors toute équivalence faible entre Y et Z est
une équivalence d’homotopie...

1.2.20 Remarque. Les foncteurs πn sont en général très difficiles à calculer. Par exemple,
πn(Sm, {z0}) n’est connu que pour un nombre fini de couples (n,m)...

Le but du cours est d’étudier une approximation aux groupes d’homotopie : les groupes d’ho-
mologie d’un espace basé. Leur définition est plus compliquée (comme vous allez avoir le plaisir de
constater) mais leur calcul sont plus simples. L’idée est la suivante :

Toprel Top∗ Top∗

Ab

C

Hn

SP

H̃n

πn, n ≥ 2

où C est le cône, SP est le produit symétrique infini, H̃n est le n-ième groupe d’homologie réduit
et Hn est le n-ième groupe d’homologie relative.
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1.3 Les axiomes d’Eilenberg - Steenrod

Le but est de donner une liste d’axiomes qui caractérisent complètement l’homologie relative et
qui nous permettent de faire des calculs.
Pour commencer, une notion algébrique essentielle :

1.3.1 Définition (Suite exacte). Une suite exacte de groupes abéliens est une suite

· · · An+1 An An−1 · · ·
fn+1 fn fn−1

où An ∈ Obj Ab,∀n et où Im fn+1 = ker fn.

Voici un cas particulier :

1.3.2 Définition (Courte suite exacte). Une courte suite exacte est une suite exacte de la
forme :

0 A B C 0
0 f g 0

.

Donc on a :
• Im 0 = {0} = ker f , f est injective,
• Im f = ker g,
• Im g = ker 0 = C, g est surjective.

1.3.3 Exemples. •

0 Z Z Z/3Z 0
×3 π

.

•

0 Z/3Z Z/3Z⊕ Z/5Z Z/5Z 0
f g

où f : m 7−→ (m, 0) et g : (m,n) 7−→ n.

1.3.4 Notation. Posons :

U : Toprel −→ Toprel

(X, ∅) 7−→ (X,A).

1.3.5 Définition (Triade excissive). Soit X un espace topologique et A,B ⊆ X deux sous espaces
tels que Å ∪ B̊ = X. On appelle alors (X;A,B) une triade excissive.

1.3.6 Définition (Théorie d’homologie, théorie d’homologie ordinaire). Soit une famille d’in-
variants homotopiques {En : Toprel −→ Ab}n∈N et une famille de transformations naturelles
{∂n : En −→ En−1 ◦ U}n∈N, i.e. ∀f : (X,A) −→ (Y,B),∀n ∈ N :

En(X,A) En−1(A, ∅)

En(Y,B) En−1(B, ∅)

∂n

Enf En−1f |A

∂n .

Ces éléments forment une théorie d’homologie sur Toprel si les axiomes (H1), (H2), (H3), (H4)
ci-dessous sont satisfait. Cette théorie est ordinaire si l’axiome (H5) est aussi satisfait.
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1.3.7 Axiomes (Eilenberg - Steenrod). (H1) Exactitude : ∀(X,A) ∈ Obj Toprel, la suite sui-
vante est exacte :

· · · En(A, ∅) En(X, ∅) En(X,A)

En−1(A, ∅) En−1(X, ∅) · · ·

Eni Enj

∂n

En−1i

où i : A ↪→ X et j : ∅ ↪→ A.
(H2) Excision : Soit (X;A,B) une triade excissive. Alors l’inclusion (A,A ∩ B) ↪→ (X,B)

induit un isomorphisme

En(A,A ∩B)
∼=−→ En(X,B).

(H3) Additivité : Pour toute collection d’objets disjoints {(Xj , Aj)}i∈J ⊆ Obj Toprel, les in-
clusions

αj : (Xj , Aj) ↪→

∐
j∈J

Xj ,
∐
j∈J

Aj


induisent un isomorphisme

⊕
j∈J

En(Xj , Aj)
∼=−→ En

∐
j∈J

Xj ,
∐
j∈J

Aj


∑
j∈J

ej 7−→
∑
j∈J

En(αj)(ej).

(H4) Invariance : Si f : (X,A) −→ (Y,B) est une équivalence faible, alors Enf : En(X,A) −→
En(Y,B) est un isomorphisme.

(H5) Dimension : ∃G ∈ Obj Ab tel que ∀({x}, ∅) ∈ Obj Toprel

En({x}, ∅) =

{
G si n = 0
0 si n > 0

.

1.3.8 Notations. On peut noter une théorie d’homologie de la manière suivante :

{En : Toprel −→ Ab}n∈N = E∗.

Par abus de notation : En(X, ∅) = En(X) = EnX.

1.3.9 Théorème. Pour tout groupe abélien G, il existe une unique théorie d’homologie ordinaire
qui vérifie l’axiome de dimension pour G.

Démonstration. A venir...

Étant donné ce théorème, on peut introduire :

1.3.10 Notation. On note l’unique théorie d’homologie qui vérifie l’axiome de dimension pour G
de la manière suivante :

{Hn(−;G) : Toprel −→ Ab}n∈N = H∗(−;G).

Prof. K. Hess-Bellwald 14
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1.4 Conséquences des axiomes d’Eilenberg - Steenrod

Comment faire des calculs à partir des axiomes ?
Soit E∗ une théorie d’homologie.

1.4.1 Théorème (Mayer - Vietoris). Soit (X;A,B) une triade excissive. La suite suivante est
exacte :

· · · En(A ∩B) En(A)⊕ En(B) En(X)

En−1(A ∩B) · · ·

ψn φn

δn

où :
• ψn(e) = (Eni(e), Enj(e)) avec i : A ∩B ↪→ A et j : A ∩B ↪→ B,
• φn(a, b) = Enk(a)− Enl(b) avec k : A ↪→ X et l : B ↪→ X,
• δn est obtenu par composition :

En(X, ∅) En(X,B) ∼= En(A,A ∩B)

En−1(A ∩B)

EnU

δn
∂n

Pour rappel, En(X,B) ∼= En(A,A ∩B) est obtenu par l’axiome d’excision.

“Lorsque j’ai pour la première fois vu ce théorème, je faisais mon doctorat au MIT. Et quand
je l’ai lu, j’ai pensé à Beethoven ! [Il est bon de préciser que notre professeur faisait partie du coeur
du MIT] Il est vraiment génial !”

Prof. K. Hess-Bellwald
Le 04/10/2012

1.5 Application du théorème de Mayer - Vietoris

Soit G un groupe abélien. Considérons la théorie d’homologie ordinaire H∗(−;G).

1.5.1 Suspensions

1.5.1 Rappel. Soit (X,T) un espace topologique. La suspension de (X,T) est l’espace

ΣX = X × I/ [(x, 0) ∼ (x′, 0), (x, 1) ∼ (x′, 1)] .

Posons A = X × [0, 1[/(x, 0) ∼ (x′, 0) et B = X×]0, 1]/(x, 1) ∼ (x′, 1). On a que (ΣX;A,B)
forme une triade excissive. En effet, A et B sont ouverts dans ΣX et A∪B = ΣX. De plus, A et B
sont contractiles, donc A,B ' {∗}, et A ∩B = X×]0, 1[' X. Par le théorème de Mayer - Vietoris,
la suite

· · · Hn+1(X;G) Hn+1(A;G)⊕Hn+1(B;G) Hn+1(ΣX;G)

Hn(X;G) Hn(A;G)⊕Hn(B;G) · · ·
δ
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est exacte. Or Hn(A;G)⊕Hn(B;G) = 0,∀n > 0 par l’axiome (H5). Ainsi, on a :
• n > 0 : On a :

0 Hn+1(ΣX;G) Hn(X;G) 0
δ

et donc δ est un isomorphisme.
• n = 0 : On a :

0 H1(ΣX;G) H0(X;G) G⊕G H0(ΣX;G) 0
δ

et donc δ est au moins injective.

1.5.2 Sphères

On va voir que :

Hn(Sm;G) =

 G⊕G si m = n = 0
G si m = n > 0, ou m > 0, n = 0
0 sinon

.

• m ∈ {0, 1} : On a que S0 = {−1, 1} = {−1} q {1}. Par l’axiome (H3), on a que :

Hn(S0;G) ∼= Hn({−1};G)⊕Hn({1};G) =

{
G⊕G si n = 0
0 sinon

.

Pour rappel, ΣSm ∼= Sm+1. Ainsi, par notre analyse des suspensions

Hn+1(Sm+1;G) ∼= Hn+1(ΣSm;G) ∼= Hn(Sm;G), ∀n > 0.

Donc, il suffira de montrer que

Hn(S1;G) =

{
G si n ∈ {0, 1}
0 sinon

.

pour conclure que Hn(Sn;G) ∼= H1(S1;G) ∼= G,∀n > 0 et Hn+k(Sn;G) ∼= H1+k(S1;G) =
0,∀k > 0. Par ailleurs, si l’on sait que Hn(Sm;G) = 0 si n 6= 0, le théorème de Mayer -
Vietoris nous dira que ∀n > 0 :

0 Hn+1(Sm+1;G) Hn(Sm;G) 0
∼=

et on pourra conclure que Hn+1(Sm+1;G) = 0 si n 6= m.
Considérons le cas S1. Posons N = (0, 1), E = (1, 0), S = (0,−1),W = (−1, 0) et A =
S1 \ {N}, B = S1 \ {S}. On considère que S0 = {E,W}. Alors A et B sont contractiles,
A ∩B = S1 \ {N,S} ' S0. Par le théorème de Mayer - Vietoris :

· · · H1(S1;G)

H0(S0;G) H0(A;G)⊕H0(B;G) H0(S1;G) 0

δ
ψ0

Prof. K. Hess-Bellwald 16
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où ψ0 est induit par A
iA←↩ X iB

↪→ B. Or, H0(S0;G) = H0(A;G)⊕H0(B;G) = G⊕G. Puis :

ψ0 = H0(iA;G)⊕H0(iB ;G)

=⇒ ψ0(g1, g2) = H0(iA;G)(g1, g2)⊕H0(iB ;G)(g1, g2)

∈ H0(A;G)⊕H0(B;G).

On a les rétractions :

{E} S0 {W} S0

A B

e

iA

w

iB
r r′

.

De plus, r et r′ sont des équivalences d’homotopies. Ainsi, on peut conclure queH0(iA;G)(g1, g2) =
g1 + g2. De la même manière : H0(iB ;G)(g1, g2) = g1 + g2. Donc :

ψ0(g1, g2) = (g1 + g2, g1 + g2)

=⇒ kerψ = {(g,−g) | g ∈ G} ∼= G.

Or Im δ = kerψ0 et δ est injective. Donc H1(S1;G) ∼= G. Ainsi, la suite suivante est exacte :

0 G G⊕G G⊕G H0(S1;G) 0
g 7→ (g,−g)

ψ0 φ0

.

Donc kerφ0 ∼= G ce qui implique par premier théorème d’isomorphisme que (G⊕G)/ kerφ0 ∼=
H0(S1;G).

• m > 1 : Par le théorème de Mayer - Vietoris, on a :

· · · H1(Sm;G)

H0(Sm−1;G) H0(A;G)⊕H0(B;G) H0(Sm;G) 0

δ
ψ0

.

Par un argument semblable au cas où m = 1, on a que ψ0 est injective et que H1(Sm;G) ∼= 0
ce qui entraine que H0(Sm;G) ∼= G.

1.6 Démonstration du théorème de Mayer - Vietoris

Soit E∗ une théorie d’homologie (pas nécessairement ordinaire).

1.6.1 Proposition. Soient B ⊂ A ⊂ X. Alors la suite

· · · En(A,B) En(X,B) En(X,A)

En−1(A,B) · · ·

Eni Enj

δ
En−1i

.
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est exacte, où i : A ↪→ X, j : B ↪→ A, U : ∅ ↪→ B et

En(X,A) En−1A

En−1(A,B)

∂n

δ
En−1U

.

Démonstration. Allons chasser dans le diagramme suivant :

· · · EnB EnA En(A,B) En−1B En−1A · · ·

· · · EnB EnX En(X,B) En−1B En−1X · · ·

· · · EnA EnX En(X,A) En−1A En−1X · · ·

En−1(A,B)

En−1(X,B)

Enj EnU
AB ∂ABn En−1j

Eni Eni En−1i
En(i ◦ j) EnU

XB ∂XBn En−1(i ◦ j)

Enj Enj En−1j
Eni EnU

XA ∂XAn En−1i

δ
En−1U

AB

En−1U
XB

En−1i

.

ImEnj = ker δ : Montrons que ImEnj ⊆ ker δ. On a :

δ ◦ Enj = En−1U
AB ◦ ∂XAn ◦ Enj

= En−1U
AB ◦ En−1j ◦ ∂XBn

= 0

par l’axiome (H1).
Montrons maintenant l’inclusion inverse : ImEnj ⊇ ker δ. Soit a ∈ ker δ. Alors !

En−1U
AB ◦ ∂XAn (a) = 0

=⇒ ∂XAn (a) ∈ kerEn−1U
AB = ImEn−1j

=⇒ ∃b ∈ En−1B tel que En−1j(b) = ∂XAn (a).

Par ailleurs :

Im ∂XAn = kerEn−1i

=⇒ 0 = En−1i ◦ ∂XAn (a)

= En−1i ◦ En−1j(b)
= En−1(i ◦ j)(b).
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Ainsi, b ∈ kerEn−1(i ◦ j) = Im ∂XBn . Donc ∃c ∈ En(X,B) tel que ∂XBn (c) = b. Puis :

∂XAn (a− Enj(c)) = ∂XAn (a)− ∂XAn ◦ Enj(c)
= ∂XAn (a)− En−1j ◦ ∂XBn (c)

= 0

=⇒ a− Enj(c) ∈ ker ∂XAn = ImEnU
XA = ImEnj ◦ EnUXB

=⇒ ∃d ∈ EnX tel que a− Enj(c) = Enj ◦ EnUXB(d)

=⇒ a = Enj(c+ EnU
XB(d))

=⇒ a ∈ ImEnj.

Im δ = kerEn−1i : Montrons que Im δ ⊆ kerEn−1i. On a :

En−1i ◦ δ = En−1i ◦ En−1UAB ◦ ∂XAn
= En−1U

XB ◦ En−1i ◦ ∂XAn
= 0

par l’axiome (H1).
Montrons maintenant l’inclusion inverse : Im δj ⊇ kerEn−1i.

1.6.2 Proposition. Soit (X;A,B) une triade excissive. Alors l’homomorphisme En(A,A ∩ B) ⊕
En(B,A ∩B) −→ En(X,A ∩B) induit par les inclusions A ↪→ X et B ↪→ X est un isomorphisme.

Démonstration. On sait que A ∩ B ⊂ A ⊂ X et que A ∩ B ⊂ B ⊂ X. Donc par la proposition
précédente :

· · · · · ·

En(A,A ∩B) En(B,A ∩B)

En(X,A ∩B)

En(X,B) En(X,A)

· · · · · ·

∼= ∼=

.

Ainsi, on obtient une suite scindée :

· · · En(A,A ∩B) En(X,A ∩B) En(B,A ∩B) · · ·
.

Par l’exercice 2 de lé série 3 on a En(A,A ∩B)⊕ En(B,A ∩B) ∼= En(X,A ∩B).
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Démonstration : Théorème de Mayer - Vietoris, grandes idées. Considérons le diagramme suivant :

· · · · · · · · · · · ·

EnA En(X,B) En(A,A ∩B)

· · · En(A ∩B) EnX En(X,A ∩B) En−1(A ∩B) · · ·

EnB En(X,A) En(B,A ∩B)

· · · · · · · · · · · ·

Enk

∼=
α

δEni

Enj

EnU
XB

EnU
XAEnl

∼=
β

δ

avec δn = δ ◦ β ◦ EnUXB et −δn = δ ◦ α ◦ EnUXA. Quelques arguments d’exactitude :
Imψn ⊂ kerφn : On a que :

φn ◦ ψn = (Enk − Enl) ◦ (Eni, Enj)

= En(k ◦ i)− En(l ◦ j)
= 0.

Imφn ⊂ ker δn : Soit (a, b) ∈ EnA⊕ EnB. Alors φn(a, b) = Enk(a)− Enl(b) ∈ EnX. Or :

δn ◦ Enk = −(δ ◦ α ◦ EnUXA) ◦ Enk
= −δ ◦ α ◦ (EnU

XA ◦ Enk)

= 0.

De la même manière δn ◦ Enl = 0. Donc δ ◦ (Enk(a) − Enl(b)) = 0 ce qui implique que
Imφ, ⊂ ker δn.

Im δn ⊂ kerψn−1 : On a que δn = δ ◦ β ◦ EnUXB et donc Im δn ⊂ Im δ. Or Im δ = kerEn−1i.
Donc En−1i ◦ δ = 0 ce qui implique que En−1 ◦ δn = 0. De même : En−1j ◦ δn = 0. Par
conséquent :

ψn ◦ δn = (En−1i ◦ δn, En−1j ◦ δn)

= 0.

Le reste de la preuve est laissé en maxi-exercice...
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Chapitre 2

H-espaces et co-H-espaces

Le but est de caractériser les espaces (X,x0), (Y, y0) ∈ Top∗ tels que [(X,x0), (Z, z0)]∗ et
[(W,w0), (Y, y0)]∗ admettent des structures de groupe naturelles pour tout (W,w0), (Z, z0) ∈ Top∗.
On obtient des invariants homotopiques [−, (Y, y0)]∗ et [(X,x0),−]∗ plus puissants.

2.1 H-espaces

2.1.1 Rappel. Un groupe consiste en un ensemble G est 3 applications

µ : G×G −→ G

σ : G −→ G

η : {∗} −→ G

telle que les diagrammes suivants commutent :

1. Associativité

G×G×G G×G

G×G G

µ× IdG

IdG×µ µ
µ

,

2. Élément neutre

G× {∗} G×G {∗} ×G

G
∼= ∼=

IdG×η η × IdG

µ

,

3. Élément inverse

G×G G×G G×G

G {∗} G {∗} G

µ

IdG×σ σ × IdG

µ
η ε

∆
ε η

ou ε est l’unique application G −→ {∗}.
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Soit (Y, y0) ∈ Toprel un espace tel que

Top∗ Set

Grp

[−, (Y, y0)]∗

∃ U

.

Ainsi, [−, (Y, y0)]∗ peut être vu comme un foncteur vers Grp. On peut donc définir une structure
de groupe à homotopie près sur Y comme suit :

1. Multiplication : [(Y×Y, (y0, y0)), (Y, y0)]∗ est un groupe par hypothèse. Puis, [proj1]∗, [proj2]∗ ∈
[(Y × Y, (y0, y0)), (Y, y0)]∗. Donc [proj1]∗ · [proj2]∗ a un sens et est un élément du groupe. Par
conséquent, il existe une application basée µ : (Y ×Y, (y0, y0)) −→ (Y, y0) (non nécessairement
unique) telle que :

[µ]∗ = [proj1]∗ · [proj2]∗.

2. Element neutre : il existe une unique application η : ({∗}, ∗) −→ (Y, y0).

3. Inversion : [(Y, y0), (Y, y0)]∗ est un groupe par hypothèse et [IdY ]∗ en est un élément. Donc
[IdY ]−1∗ a un sens et est un élément du groupe. Donc il existe une application basée σ :
(Y, y0) −→ (Y, y0) (non nécessairement unique) telle que :

[σ]∗ = [IdY ]−1∗ .

2.1.2 Proposition. Avec les notations ci-dessus, les diagrammes suivants commutent à homotopie
près :

1.

Y × Y × Y Y × Y

Y × Y Y

µ× IdY

IdY ×µ µ
µ

,

2.

Y × {∗} Y × Y {∗} × Y

Y
∼= ∼=

IdY ×η η × IdY

µ

,

3.

Y × Y Y × Y Y × Y

Y {∗} Y {∗} Y

µ

IdY ×σ σ × IdY

µ
η εY

∆
εY η

ou εY est l’unique application basée (Y, y0) −→ ({∗}, ∗).

Démonstration. A venir...
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2.1.3 Définition (H-espace, H-espace associatif, H-groupe). Un espace basé (Y, y0) muni d’ap-
plications basées η : ({∗}, ∗) −→ (Y, y0) et µ : (Y × Y, (y0, y0)) −→ (Y, y0) telle η soit un élément
neutre pour µ à homotopie près est un H-espace. Si de plus µ est associative à homotopie près, alors
(Y, y0) est un H-espace associatif. Si on a de plus une application basée σ : (Y, y0) −→ (Y, y0)
qui est un inverse pour µ et η à homotopie près, alors (Y, y0) est un H-groupe.

2.1.4 Notation. On note les H-espaces (Y, y0, η, µ) et les H-groupes (Y, y0, η, µ, σ).

2.1.5 Définition (H-morphisme). Soient (Y, y0, η, µ) et (Y ′, y′0, η
′, µ′) deux H-espaces. Alors un

H-morphisme f : (Y, y0, η, µ, σ) −→ (Y ′, y′0, η
′, µ′, σ′) est une application continue basée f :

(Y, y0) −→ (Y ′, y′0) telle que le diagramme suivant commute à homotopie près :

Y × Y Y ′ × Y ′

Y Y ′

f × f

µ µ′
f

.

Si (Y, y0, η, µ, σ) et (Y ′, y′0, η
′, µ′, σ′) donc des H-groupes, alors f doit de plus faire commuter ce

diagramme à homotopie près :

Y Y ′

Y Y ′

f

σ σ′
f

.

2.1.6 Lemme. Pour tout (X,x0) ∈ Obj Top∗, l’élément neutre du groupe [(X,x0), (Y, y0)]∗ est
[η ◦ εX ]∗ où εX : X −→ {∗} et η : ({∗}, ∗) −→ (Y, y0).

Démonstration. • L’ensemble [({∗}, ∗), (Y, y0)]∗ est un groupe par hypothèse sur (Y, y0). Or,
la seule application basée de ({∗}, ∗) vers (Y, y0) est η. Donc [({∗}, ∗), (Y, y0)]∗ admet pour
élément neutre [η]∗ = [η ◦ ε{∗}]∗.
• Par ailleurs, ∀(X,x0), l’application εX est basée et donc induit un homomorphisme :

ε∗X : [({∗}, ∗), (Y, y0)]∗ −→ [(X,x0), (Y, y0)]∗

[g]∗ 7−→ [g ◦ εX ]∗.

En particulier, ε∗X préserve l’élément neutre. Donc ε∗X([η]∗) = [η ◦ εX ]∗ est l’élément neutre
de [(X,x0), (Y, y0)]∗.

Démonstration de la proposition 2.1.2. 1. Laissé en exercice...

2. On doit montrer que µ ◦ (η × IdY ) '∗ IdY '∗ µ ◦ (IdY ×η). Autrement dit, on veut montrer
que [µ ◦ (η × IdY )]∗ = [IdY ]∗ = [µ ◦ (IdY ×η)]∗. Or :

[µ ◦ (η × IdY )]∗ = (η × IdY )∗([µ]∗)

= (η × IdY )∗([proj1]∗ · [proj2]∗)

= (η × IdY )∗([proj1]∗) · (η × IdY )∗([proj2]∗)

= [proj1 ◦(η × IdY )]∗ · [proj2 ◦(η × IdY )]∗

= [η ◦ εY ]∗ · [IdY ]∗

= [IdY ]∗.

On montre de la même manière l’autre égalité.
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3. On doit montrer que µ ◦ (σ× IdY ) ◦∆ '∗ η ◦ εY '∗ µ ◦ (IdY ×σ) ◦∆. Autrement dit, on veut
montrer que [µ ◦ (σ × IdY ) ◦∆]∗ = [η ◦ εY ]∗ = [µ ◦ (IdY ×σ) ◦∆]∗. Or :

[µ ◦ (σ × IdY ) ◦∆]∗ = ((σ × IdY ) ◦∆)∗([µ]∗)

= ((σ × IdY ) ◦∆)∗([proj1]∗ · [proj2]∗)

= ((σ × IdY ) ◦∆)∗([proj1]∗) · ((σ × IdY ) ◦∆)∗([proj2]∗)

= [proj1 ◦(σ × IdY ) ◦∆]∗ · [proj2 ◦(σ × IdY ) ◦∆]∗

= [σ]∗ · [IdY ]∗

= [IdY ]−1∗ · [IdY ]∗

= [η ◦ εY ]∗.

On montre de la même manière l’autre égalité.

2.1.7 Remarque. De manière générale : ∀f, g : U −→ V

V

U U × U V × V

V

f

∆

g

f × g
proj1

proj2

.

2.1.8 Proposition. Si (Y, y0, µ, σ, η) est un H-groupe, alors

[−, (Y, y0)]∗ : Top∗ −→ Grp

est un foncteur.

Démonstration. Laissé en exercice... Indication : ∀(X,x0) ∈ Obj Top∗ on définit une multiplication
sur [(X,x0), (Y, y0)]∗ par : ∀[f ]∗, [g]∗ ∈ [(X,x0), (Y, y0)]∗

[f ]∗ · [g]∗ = [µ ◦ (f × g) ◦∆]∗.

2.1.9 Exemple. Soit (Z, z0) ∈ Obj Top∗. L’espace des lacets sur Z basés en z0 est définit
par :

Ωz0Z = {λ ∈ Map(I, Z) | λ(0) = λ(1) = z0}
muni de sa topologie de sous espace. Cet espace peut être muni d’une structure de H-groupe :
• Élément neutre :

η : {∗} −→ Ωz0Z

∗ 7−→ cz0

où cz0 est le chemin constant en z0.
• Multiplication :

µ : Ωz0Z × Ωz0Z −→ Ωz0Z

(λ, λ′) 7−→ λ ? λ′

où ? est la concaténation.
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• Élément inverse :

σ : Ωz0Z −→ Ωz0Z

λ 7−→ λ

où λ est le lacet λ parcourut dans le sens inverse.
On a vérifié les axiomes des H-groupes dans le cours de Topologie 2 ! La preuve que µ et σ sont des
applications continues est laissé en exercice. Donc (Ωz0Z, z0, µ, σ, η) est un H-groupe.

2.2 Co-H-espaces

On va dualiser tout ce que l’on vient de faire pour les H-espaces et les H-groupes. Supposons
que (X,x0) ∈ Obj Top∗ soit tel qu’il existe une factorisation

Top∗ Set

Grp

[(X,x0),−]∗

∃ U

.

Donc :
• L’ensemble [(X,x0), (Y, y0)]∗ est muni d’une structure de groupe ∀(Y, y0) ∈ Obj Top∗,
• Pour toute application continue basée g : (Y, y0) −→ (Z, z0), on a une application induite

g∗ : [(X,x0), (Y, y0)]∗ −→ [(X,x0), (Z, z0)]∗

[f ]∗ 7−→ [g ◦ f ]∗.

Ceci induit sur (X,x0) une structure de co-H-groupe.

2.2.1 Définition (Wedge). Soient (X,x0), (Y, y0) ∈ Obj Top∗. Le wedge (ou bouquet) de ces
deux espaces est définit par l’espace :

(X,x0) ∨ (Y, y0) = {(x, y) ∈ (X,x0)× (Y, y0) | x = x0 ou y = y0}

basé en (x0, y0) et muni de sa topologie de sous espace.

2.2.2 Remarques. 1. Pour tout applications continues basées f : (X,x0) −→ (X ′, x′0) et g :
(Y, y0) −→ (Y ′, y′0), il existe

f ∨ g : (X,x0) ∨ (Y, y0) −→ (X ′, x′0) ∨ (Y ′, y′0)

(x, y) 7−→ (f(x), g(y)).

On a que

f ∨ g = f × g|(X
′,x′0)∨(Y

′,y′0)

(X,x0)∨(Y,y0) .

2. Pour tout espace basé (X,x0) ∈ Obj Top∗, on a l’application de pliage définie par :

∇ : (X,x0) ∨ (X,x0) −→ (X,x0)

(x1, x2) 7−→
{
x2 six1 = x0
x1 sinon

.
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Si {x0} est fermé dans X, alors on peut montrer que ∇ est continue (en appliquant le lemme
de recollement). De manière analogue au fait que proji ◦(f1 × f2) ◦∆ = fi,∀i ∈ {1, 2}, on a
que ∀f1, f2 : (X,x0) −→ (Y, y0)

(X,x0) ∨ (X,x0) (Y, y0) ∨ (Y, y0)

(X,x0) (Y, y0)

f1 ∨ f2

∇ιi
fi

où

ι1 : (X,x0) −→ (X,x0) ∨ (X,x0)

x 7−→ (x, x0)

ι2 : (X,x0) −→ (X,x0) ∨ (X,x0)

x 7−→ (x0, x)

Donc ∇ ◦ (f1 ∨ f2) ◦ ιi = fi,∀i ∈ {1, 2}.

Regardons maintenant la structure sur (X,x0) induite par [(X,x0),−]∗ :

1. Co-multiplication : [(X,x0), (X,x0) ∨ (X,x0)]∗ est un groupe. Soit ψ : (X,x0) −→ (X,x0) ∨
(X,x0) une application continue basée telle que

[ψ]∗ = [ι1]∗ · [ι2]∗.

2. Co-inversion : [(X,x0), (X,x0)]∗ est un groupe. Soit τ : (X,x0) −→ (X,x0) une application
continue basée telle que

[τ ]∗ = [IdX ]−1∗ .

3. Co-unité : εX : (X,x0) −→ ({∗}, ∗).

2.2.3 Proposition. Avec le notations ci-dessus, les diagrammes suivants commutent à homotopie
près :

1. Co-unité

X ∨ {∗} X ∨X {∗} ∨X

X
∼= ∼=

IdX ∨εX εX ∨ IdX

ψ

,

2. Co-associativité :

X X ∨X

X ∨X X ∨X ∨X

ψ

ψ ψ ∨ IdX
IdX ∨ψ

,
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3. Co-inversion :

X ∨X X ∨X X ∨X

X {∗} X {∗} X

IdX ∨τ

∇

τ ∨ IdX

ψ
εX η η εX

ψ

.

2.2.4 Définition (Co-H-espace, co-H-espace associatif, co-H-groupe). Une famille (X,x0, εX , ψ)
qui vérifie la condition 1. est un co-H-espace. Si elle vérifie de plus la condition 2., alors c’est un
co-H-espace associatif. Une famille (X,x0, εX , ψ, τ) qui vérifie les conditions 1., 2. et 3. est un
co-H-groupe.

2.2.5 Lemme. Soit (X,x0, εX , ψ) un co-H-espace et (Y, y0) ∈ Obj Top∗. Alors l’élément neutre
du groupe [(X,x0), (Y, y0)] est donné par [ηY ◦ εX ]∗ où εX : X −→ {∗} et où ηY : {∗} −→ Y .

Démonstration. • Posons (Y, y0) = ({∗}, ∗). Alors il existe une unique application (X,x0) −→
(Y, y0) qui est donné par εX . Donc [(X,x0), (Y, y0)] = {[εX ]∗} = {[ηY ◦εX ]∗} car η{∗} = Id{∗}.
• Soit (Y, y0) ∈ Obj Top∗. Alors ηY est une application basée et donc induite un homomor-

phisme

(ηY )∗ : [(X,x0), ({∗}, ∗)] −→ [(X,x0), (Y, y0)]

[εX ]∗ 7−→ [ηY ◦ εX ]∗.

Donc, comme [εX ]∗ est l’élément neutre de [(X,x0), ({∗}, ∗)], on a que [ηY ◦εX ]∗ est l’élément
neutre de [(X,x0), (Y, y0)].

Démonstration de la proposition 2.2.3. 1. On doit vérifier que (εX∨IdX)◦ψ '∗ IdX '∗ (IdX ∨εX)◦
ψ. On a :

[(εX ∨ IdX) ◦ ψ]∗ = (εX ∨ IdX)∗([ψ]∗)

= (εX ∨ IdX)∗([ι1]∗ · [ι2]∗)

= (εX ∨ IdX)∗([ι1]∗) · (εX ∨ IdX)∗([ι2]∗)

= [(εX ∨ IdX) ◦ ι1]∗ · [(εX ∨ IdX) ◦ ι2]∗

= [ηY ◦ εX ]∗ · [IdX ]∗

= [IdX ]∗.

On montre de la même manière que [IdX ]∗ = [(IdX ∨εX) ◦ ψ]∗.

2. Exercice...

3. Exercice...

2.2.6 Proposition. Si (X,x0, ε, ψ, τ) est un co-H-groupe, alors le foncteur [(X,x0),−]∗ prend son
image dans Grp.

Démonstration, grandes idées. On définit la multiplication sur [(X,x0), (Y, y0)] par :

[f ]∗ · [g]∗ = [∇ ◦ (f ∨ g) ◦ ψ]∗.

L’inverse d’un élément [f ]∗ est définit par :

[f ]−1∗ = [f ◦ τ ]∗.
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2.2.7 Exemple. La suspension réduite d’un espace basé (Z, z0) ∈ Obj Top∗ est définit par
l’espace

Σz0Z = Z × I/ [(z, 0) ∼ (z0, t) ∼ (z′, 1)]

basé en [X × {0}] = [{z0} × I] = [X × {1}]. Le smash de z ∈ Z et t ∈ I est la classe de (z, t) dans
Σz0Z que l’on note z ∧ t .
“Pour les suspensions, je vous laisse en suspend pendant la pause... blague terrible...”

Prof. K. Hess-Bellwald
Le 01/11/2012

2.2.8 Exercices. 1. Montrer que Σ0Sn ∼= Sn+1.

2. Posons :

ψ : Σz0Z −→ Σz0Z ∨ Σz0Z

z ∧ t 7−→
{

(z ∧ 2t, z ∧ 0) si t ∈ [0, 1/2]
(z ∧ 0, z ∧ (2t− 1)) sinon

,

τ : Σz0Z −→ Σz0Z

z ∧ t 7−→ z ∧ (1− t).

Alors (Σz0Z, z0∧0, ε, ψ, τ) est un co-H-groupe. En particulier, Sn est un co-H-groupe si n ≥ 1.

2.3 Le cas abélien

2.3.1 Lemme (Eckmann - Hilton). Soit G un ensemble muni de deux opérations binaires

µ : G×G −→ G

(a, b) 7−→ a� b,
ν : G×G −→ G

(a, b) 7−→ a · b

qui admettent un élément neutre commun e ∈ G. Si

(a� b) · (c� d) = (a · c)� (b · d), ∀a, b, c, d ∈ G,

alors :

1. Les deux opérations sont égales : a� b = a · b, ∀a, b ∈ G,

2. Les deux opérations sont commutatives,

3. Les deux opérations sont associatives.

On peut se représenter la relation avec un diagramme :

[
a b
c d

] [
a� b
c� d

]

[
a · c b · d

] [
(a� b) · (c� d)
= (a · c)� (b · d)

]

�

· ·

�

.
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Démonstration. 1. Considérons la configuration[
a e
e b

]
.

On a que :

(a� e) · (e� b) = (a · e)� (e · b) ⇐⇒ a� b = a · b, ∀a, b ∈ G.

2. Considérons la configuration [
e a
b e

]
.

On a que :

(e� a) · (b� e) = a · b = a� b
= (e · b)� (a · e) = b� a = b · a.

3. Considérons la configuration [
a b
e c

]
.

On a que :

(a� b) · (e� c) = (a� b) · c = (a� b)� c = (a · b) · c
= (a · e)� (b · c) = a� (b · c) = a� (b� c) = a · (b · c).

2.3.2 Proposition. Si (X,x0, ε, ψ, τ) est un co-H-groupe et si (Y, y0, η, µ, σ) est un H-groupe,
alors les deux structures de groupes sur [(X,x0), (Y, y0)] sont les mêmes et le groupe est abélien.

Démonstration. On sait que [ηY ◦ εX ]∗ est l’élément neutre de µ et ψ. Posons

[f ]∗ � [g]∗ = [∇ ◦ (f ∨ g) ◦ ψ]∗,

[f ]∗ · [g]∗ = [µ ◦ (f × g) ◦∆]∗.

Soient f, g, h, k : (X,x0) −→ (Y, y0). Alors :

([f ]∗ � [g]∗) · ([h]∗ � [k]∗) = [∇ ◦ (f ∨ g) ◦ ψ]∗ · [∇ ◦ (h ∨ k) ◦ ψ]∗

= [µ ◦ ((∇ ◦ (f ∨ g) ◦ ψ)× (∇ ◦ (h ∨ k) ◦ ψ)) ◦∆]∗

([f ]∗ · [h]∗)� ([g]∗ · [k]∗) = [µ ◦ (f × h) ◦∆]∗ � [µ ◦ (g × k) ◦∆]∗

= [∇ ◦ ((µ ◦ (f × h) ◦∆) ∨ (µ ◦ (g × k) ◦∆)) ◦ ψ]∗.

On a alors le diagramme suivant :

X X ×X (X ∨X)× (X ∨X) (Y ∨ Y )× (Y ∨ Y )

X ∨X Y × Y

(X ×X) ∨ (X ×X)

(Y × Y ) ∨ (Y × Y ) Y ∨ Y Y

∆ ψ × ψ (f ∨ g)× (h ∨ k)

∇×∇

µ

ψ

∆ ∨∆

(f × h) ∨ (g × k)
µ ∨ µ ∇

.
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Il vient que ce diagramme commute (exactement). Donc les deux applications sont les mêmes, sont
associatives et commutatives.

2.3.3 Lemme. Soient (X,x0), (Y, y0) ∈ Obj Top∗. Alors :

[ΣX,Y ]∗ ∼= [X,ΩY ]∗.

Démonstration. Définissons

α : [ΣX,Y ]∗ −→ [X,ΩY ]∗

[f ]∗ 7−→ [f ]]∗,

f ] : X −→ ΩY

x 7−→ f ](x),

f ](x) : I −→ Y

t 7−→ f(x ∧ t).

On a que :
• f ](x) est continue car elle est donnée par :

I {x} × I ΣX Y
q f

.

• f ](x) est bien un lacet basé car f ](x)(0) = f(x ∧ 0) = y0, car x ∧ 0 est le point de base de
ΣX, et f ](x)(1) = f(x ∧ 1) = y0.
• α est bien définie car si f '∗ f ′, alors f ] '∗ (f ′)] puisque si H : X × I −→ Y est une

homotopie basée de f vers f ′, alors

H] : ΣX × I −→ ΩY

(x, t) 7−→ H((x ∧ −), t) : I −→ Y

est une homotopie basée de f ] vers (f ′)].
• f ] est continue. On utilise le fait que ΩY est muni de la topologie de sous espace induite par

la topologie compact-ouvert de Map(I, Y ).
• α est un homomorphisme car ∀[f ]∗, [g]∗ ∈ [ΣX,Y ]∗ on a que :

α ([f ]∗, [g]∗) = α ([∇ ◦ (f ∨ g) ◦ ψ]∗)

=
[
(∇ ◦ (f ∨ g) ◦ ψ)]

]
∗ ,

α([f ]∗) · α([g]∗) = [f ]]∗ · [g]]∗
=

[
µ ◦ (f ] × g]) ◦∆

]
∗ .

Or :

(∇ ◦ (f ∨ g) ◦ ψ)] : X −→ ΩY

(∇ ◦ (f ∨ g) ◦ ψ)](x) : I −→ Y

t 7−→ (∇ ◦ (f ∨ g) ◦ ψ)(x ∧ t)

=

{
∇ ◦ (f ∨ g)(x ∧ 2t, ∗) si t ∈ [0, 1/2]
∇ ◦ (f ∨ g)(∗, x ∧ (2t− 1)) si t ∈]1/2, 0]

=

{
∇(f(x ∧ 2t), ∗) si t ∈ [0, 1/2]
∇(∗, g(x ∧ (2t− 1))) si t ∈]1/2, 0]

=

{
f(x ∧ 2t) si t ∈ [0, 1/2]
g(x ∧ (2t− 1)) si t ∈]1/2, 0]
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et
µ ◦ (f ] × g]) ◦∆ : X −→ ΩY,

X X ×X ΩY × ΩY ΩY

x (x, x) (f ](x), g](x)) f ](x) ? g](x)

∆ f ] × g] µ

avec

(f ](x) ? g](x))(t) =

{
f ](x)(2t) si t ∈ [0, 1/2]
g](x)(2t− 1) si t ∈]1/2, 0]

=

{
f(x ∧ 2t) si t ∈ [0, 1/2]
g(x ∧ (2t− 1)) si t ∈]1/2, 0]

.

Donc (∇◦ (f ∨ g) ◦ψ)] = µ ◦ (f ]× g]) ◦∆ ce qui implique que α est bien un homomorphisme.
• α admet un inverse

β : [X,ΩY ]∗ −→ [ΣX,Y ]∗

[g]∗ 7−→
[
g[
]
∗
,

g[ : ΣX −→ Y

x ∧ t 7−→ g(x)(t).

2.3.4 Corollaire. Le groupe d’homotopie πn(Y, y0) est abélien ∀n ≥ 2.

Démonstration. On a que

πn(Y, y0) = [(Sn, 0), (Y, y0)]∗
∼= [Σ0Σ0Sn−2, (Y, y0)]∗
∼= [Σ0Sn−2,Ωy0Y ]∗.

Or, Σ0Sn−2 est un co-H-groupe et Ωy0Y est un H-groupe. Donc [(Sn, 0), (Y, y0)]∗ est abélien.
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Chapitre 3

Suites exactes de Puppe

Le but de ce chapitre est de démontrer l’existence d’une longue suite exacte de groupes d’ho-
motopie dont découlera l’axiome d’exactitude de notre théorie d’homologie.

3.1 Le cas absolu

3.1.1 Définition (Cône réduit sur un espace basé). Le cône réduit est un foncteur

C : Top∗ −→ Top∗

(X,x0) 7−→ C(X,x0) = X × I/ [(x, 1) ∼ (x0, t)](
(X,x0)

f−→ (Y, y0)
)
7−→

(
C(X,x0)

f̃−→ C(Y, y0)

)
f̃ : C(X,x0) −→ C(Y, y0)

[(x, t)] 7−→ [(f(x), t)]

où C(X,x0) est basé en [(x0, 0)].

3.1.2 Notations. Dans le cône réduit, on note les classes d’équivalences comme suit : [x, t] = [(x, t)].
Pour alléger les notations, on note CX = C(X,x0).

3.1.3 Remarque. Soit (X,x0) ∈ Obj Top∗. Alors il existe un morphisme

ιX : (X,x0) −→ CX

x 7−→ [x, 0].

3.1.4 Définition (Cône réduit d’une application basée). Soit f : (X,x0) −→ (Y, y0). On définit
cône réduit de f (aussi appelé le mapping cone) comme étant le pushout :

X Y

CX Cf

p

f

ιX if

où
Cf = CX

∐
Y/ [[x, 0] ∼ f(x)] .
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On a donc :

X Y Cf Cif · · ·
f if iif f

.

L’espace

3.1.5 Définition (Suite exacte d’ensembles). Une suite

(A, a0) (B, b0) (C, c0)
f g

est exacte si g−1({c0}) = Im f .

3.1.6 Théorème. On a que
Cif '∗ ΣX.

Ce théorème est important pour démontrer

3.1.7 Théorème. Pour toute application basée f : (X,x0) −→ (Y, y0), on a une suite d’applications
basées

X Y Cf

ΣX ΣY ΣCf

ΣΣX ΣΣY ΣΣCf

· · ·

f if

qui induit pour tout espace (W,w0) ∈ Obj Top∗ une suite exacte

· · ·

[ΣΣCf,W ]∗ [ΣΣY,W ]∗ [ΣΣX,W ]∗

[ΣCf,W ]∗ [ΣY,W ]∗ [ΣX,W ]∗

[Cf,W ]∗ [Y,W ]∗ [X,W ]∗

i∗f f∗

.

3.1.8 Remarque. Le dernier niveau représente une suite exacte d’ensembles, l’avant dernier niveau
représente une suite exacte de groupes et les niveaux précédents représentent une suite exactes de
groupes abéliens.

3.1.9 Lemme. Soit y0 ∈ Y ′ ⊆ Y où (Y, y0), (Y ′, y0) ∈ Obj Top∗. S’il existe une homotopie
H : Y × I −→ Y telle que Y ′ soit contractile dans Y , i.e. telle que
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1. H(y, 0) = y, ∀y ∈ Y ,

2. H(y′, t) ∈ Y ′ ∀y′ ∈ Y ′,∀t ∈ I,

3. H(y′, 1) = y0 ∀y′ ∈ Y ′,
4. H(y0, t) = y0 ∀t ∈ I,

alors l’application quotient q : Y −→ Y/Y ′ est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Il faut montrer que ∃s : Y/Y ′ −→ Y telle que

s ◦ q '∗ IdY et q ◦ s '∗ IdY/Y ′ .

Observer que H(−, 1) : Y −→ Y envoie tout élément de Y ′ sur y0. Par conséquent, il existe une
unique application continue s : Y/Y ′ −→ Y telle que le diagramme suivant commute :

Y Y

Y/Y ′

H(−, 1)

q
s

.

Donc s ◦ q = H(−, 1). Par définition de s, on a que H est une homotopie basée de IdY vers s ◦ q.
Pour trouver une homotopie de q ◦ s vers IdY/Y ′ , considérons

Y × I Y Y/Y ′

Y/Y ′ × I

H q

q × IdI
H ′

.

Puisque q◦H(y′, t) = [y0], ∀y′ ∈ Y ′,∀t ∈ I, il existe une unique homotopie H ′ : Y/Y ′×I −→ Y/Y ′

telle que H ′ ◦ (q × IdI) = q ◦H. Par ailleurs, on a que

H ′([y], 0) = [H(y, 0)] = [y],

H ′([y], 1) = [H(y, 1)] = q ◦ s(y),

H ′([y0], t) = [H(y0, t)] = [y0].

On a donc un homotopie basée de IdY/Y ′ vers q ◦ s.

3.1.10 Lemme. Soit

i0 : X −→ X × I
x 7−→ (x, 0).

Alors tout application basée h : Ci0 −→ Y s’étend en une application H : CX× I −→ Y , i.e. on a :

Ci0 Y

CX × I

h

j
H

avec H ◦ j = h.
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Démonstration. Définissons

H : CX × I −→ Y

([x, s], t) 7−→
{
h([x, 1− (1− s)(1 + t)]) si (1− s)(1 + t) ≤ 1
h(x, (1− s)(1 + t)− 1) si (1− s)(1 + t) ≥ 1.

C’est bien définit car si (1 − s)(1 + t) = 1, alors 1 − (1 − s)(1 + t) = 0 = (1 − s)(1 + t) − 1 et
h([x, 0]) = h(x, 0) car [x, 0] et (x, 0) sont dans les mêmes classes d’équivalence dans Ci0. Enfin,

H ◦ j(x, t) = H([x, 0], t) = h(x, t),

H ◦ j([x, s]) = H([x, s], 0) = h([x, s]).

3.1.11 Lemme. Soit (X,x0) ∈ Top∗ et A ⊂ X fermé. Soit f : A −→ Y une application continue.
Considérons le pushout :

A Y

X X
∐
A Y

f

où
X
∐
A

Y =
(
X
∐

Y
)
/ [a ∼ f(a)] .

Alors l’application induite X/A −→ (X
∐
A Y ) /Y est un homéomorphisme.

Démonstration. Voire l’exercice 3 de la série 23 du cours de Topologie 2.

X X
∐
Y (X

∐
A Y )/Y

X/A

i1

q

q′

∃!homéom.

.

Démonstration du théorème 3.1.6. Analysons d’abord Cif : on a

Y Cf

CY Cif

p

if

ιY iif
jif

où

Cif =
(
CY

∐
Cf
)
/ [[y, 0] ∼ if (y)]

=
(
CY

∐
Y
∐

CX
)
/ [[y, 0] ∼ y, [x, 0] ∼ f(x)]

∼=
(
CY

∐
CX

)
/ [[x, 0] ∼ [f(x), 0]] .
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Voici l’idée de la preuve : on a que CY '∗ {∗}, même dans Cif . Donc

Cif '∗ Cif/CY ∼= CX/ [[x, 0] ∼ [x′, 0]] ∼= ΣX.

• Soit G l’homotopie contractante donnée par

G : CY × I −→ CY

([y, s], t) 7−→ [y, 1− (1− s)(1− t)].

Observer que :

G([y, s], 0) = [y, s]

G([y, s], 1) = [y, 1]

G([y0, s], t) = [y0, 1− (1− s)(1− t)].

Définissons h′ : X × I −→ Cif par :

X × I Y × I CY × I CY Cif

(x, t) (f(x), t) ([f(x), 0], t) [f(x), t] [[f(x), t]]

f × IdI ιY × IdI G jif

,

et soit h′′ : CX −→ Cif définie par :

CX CX
∐
CY Cif

[x, s] [x, s] [[x, s]]

q

.

Alors le diagramme suivant commute

X X × I

CX Cif

i0

ιX h′

h′′

car

h′ ◦ i0(x) = h′(x, 0) = [[f(x), 0]]

h′′ ◦ ιX(x) = h′′([x, 0]) = [[x, 0]] = [[f(x), 0]].

– Ainsi, il existe une unique application h : Ci0 −→ Cif telle que le diagramme suivant com-
mute :

X × I

Ci0 Cif

CX

h′

ii0 h

ji0

h′′ .
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Par le lemme 3.1.10, on sait que ∃H : CX× I −→ Cif une homotopie telle que le diagramms
suivant commute :

Ci0 Cif

CX × I

h

H

.

A partir de G et de H, on va construire une homotopie K sur Cif contractant CY (suivant
les conditions du lemme 3.1.9).

– Définissons K par :

K : Cif × I −→ Cif

([[z, s]] , t) 7−→
{
H([z, s], t) si z ∈ X
G([z, s], t) si z ∈ Y .

On vérifie que c’est bien défini en utilisant la propriété universelle de l’espace quotient :

CX
∐
CY Cif

Cif

H
∐
G

q
∃!

.

Il vient que K satisfait les hypothèses du lemme 3.1.9. Donc on sait que l’application quotient
Cif −→ Cif/CY est une équivalence d’homotopie. Par le lemme 3.1.11, les deux diagrammes
suivants commutent :

Y Cf Cf/Y

CY Cif Cif/CY

p

if

ιY ∼=

,

X Y

CX Cf

CX/X ∼= ΣX Cf/Y

p

f

ιX

∼=
.

Donc

Cif '∗ Cif/CY ∼= Cf/Y ∼= CX/X ∼= ΣX.

Maintenant on peut démontrer :
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3.1.12 Lemme. Soit (X,x0), (Y, y0), (W,w0) ∈ Obj Top∗ et f : (X,x0) −→ (Y, y0). La suite
suivante est exacte (pour les ensembles pointés) :

[Cf,W ]∗ [Y,W ]∗ [X,W ]∗

i∗f f∗

.

Démonstration. Remarquons que if ◦ f '∗ c[x0,0], où c[x0,0] est le chemin constant en [x0, 0], le
point de base de Cf .
• Soit [g]∗ ∈ [Cf,W ]∗. Alors f∗ ◦ i∗f ([g]∗) = f∗([g ◦ if ]∗) = [g ◦ if ◦ f ]∗ = [g ◦ c[x0,0]]∗ = [cw0

]∗.
• Soit [h]∗ ∈ [Y,W ]∗ telle que f∗([h]∗) = [h ◦ f ]∗ = [cw0 ]∗. Alors cw0 '∗ h ◦ f . Donc il existe

une homotopie H : X × I −→W telle que

H(x, 0) = h ◦ f(x), H(x, 1) = w0, ∀x ∈ X.

On a que le diagramme suivant commute :

X × I W

CX

H

q
∃!Ĥ

avec Ĥ([x, t]) = H(x, t). En effet,

H(x, 1) = w0 = H(x′, 1) = H(x0, t), ∀x, x′ ∈ X,∀t ∈ I.

On a donc que le diagramme suivant commute :

X Y

CX W

f

ιX h
Ĥ

car H ◦ ιX(x) = Ĥ([x, 0]) = H(x, 0) = h ◦ f(x). Donc le diagramme suivant commute

CX

Cf W

Y

Ĥ

jf ∃!g

if

h
.

En particulier, g ◦ if = h, ce qui implique que

[h]∗ = [g ◦ if ]∗ = i∗f ([g]∗).
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Démonstration du théorème 3.1.7. Pour obtenir l’exactitude de la longue suite, observer que tout
couple de flèches consécutives dans la suite

X Y Cf

ΣX ΣY ΣCf

ΣΣX ΣΣY ΣΣCf

· · ·

f if

peut être vu à homotopie près comme étant de la forme

A B Ca
a

par le théorème 3.1.6.

3.1.13 Remarque. La suite d’applications du théorème 3.1.7 est l’une des deux suites de Dold -
Puppe . L’autre se trouve sur la série 8.

3.2 Le cas relatif

La construction de paragraphe précédent de généralise facilement pour mener au résultat sui-
vant :

3.2.1 Théorème. Soit (X,A, x0), (Y,B, y0) ∈ Obj Toprel et soit f : (X,A, x0) −→ (Y,B, y0). Il
existe une suite d’applications continues de couples basés

(X,A) (Y,B) (Cf,Cf |BA)

(ΣX,ΣA) (ΣY,ΣB) (ΣCf,ΣCf |BA)

(ΣΣX,ΣΣA) (ΣΣY,ΣΣB) (ΣΣCf,ΣΣCf |BA)

· · ·

f
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telle que ∀(Z,C, z0) ∈ Obj Toprel, la suite induite soit exacte :

· · ·

[
(ΣΣCf,ΣΣCf |BA), (Z,C)

]
∗ [(ΣΣY,ΣΣB), (Z,C)]∗ [(ΣΣX,ΣΣA), (Z,C)]∗

[
(ΣCf,ΣCf |BA), (Z,C)

]
∗ [(ΣY,ΣB), (Z,C)]∗ [(ΣX,ΣA), (Z,C)]∗

[
(Cf,Cf |BA), (Z,C)

]
∗ [(Y,B), (Z,C)]∗ [(X,A), (Z,C)]∗

f∗

.

3.2.2 Lemme. Soit (X,A, x0) ∈ Obj Toprel∗. Alors :

1. [(Sn, {z0}), (X,A)]∗ ∼= πn(X,x0),

2. [(Sn,Sn), (X,A)]∗ ∼= πn(A, x0).

Démonstration. 1. On a une bijection

Toprel∗((Sn, {z0}, z0), (X,A, x0))←→ Top∗((Sn, z0), (X,x0))

compatible avec les homotopies basées et dont on déduit l’isomorphisme.

2. On a une bijection

Toprel∗((Sn,Sn, z0), (X,A, x0))←→ Top∗((Sn, z0), (A, x0))

compatible avec les homotopies basées et dont on déduit l’isomorphisme.

3.2.3 Exemple (Important). Considérons j : (∂I, {0}, 0) ↪→ (∂I, ∂I, 0). En général, le cône C IdX
se calcule comme suit :

X X

CX X
∐
X CX

p

IdX

ιX

avec
X
∐
X

CX = X
∐

CX/ [x ∼ [x, 0]] ∼= CX.

En particulier, on a que Cj = C∂I = ∂I×I/ [(0, t) ∼ (1, 1)] ∼= I. Puis, en général, si k est l’inclusion
du point de base k : {x0} ↪→ X, alors le cône Ck se calcule comme suit :

{x0} X

C{x0} X
∐
{x0} C{x0}

p

k

ι{x0}

.
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Or, X
∐
{x0} C{x0} ∼= X. Donc Cj|∂I{0} ∼= ∂I. Ainsi, il existe une suite de couples basés :

(∂I, {0}) (∂I, ∂I) (I, ∂I)

(Σ∂I,Σ{0}) (Σ∂I,Σ∂I) (ΣI,Σ∂I)

· · · · · ·

(Σn∂I,Σn{0}) (Σn∂I,Σn∂I) (ΣnI,Σn∂I)

· · ·

j

.

Or, il vient que

Σn∂I ∼= Sn

Σn{0} ∼= {z0}
ΣnI ∼= Dn+1

(ΣnI,Σn∂I) ∼= (Dn+1,Sn) en tant que couple.

La suite est donc homéomorphe espace par espace à la suite suivante :

(S0, {z0}) (S0,S0) (D1,S0)

(S1, {z0}) (S1,S1) (D2,S1)

· · · · · ·

(Sn, {z0}) (Sn,Sn) (Dn+1,Sn)

· · ·

j

.
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Soit (X,A, x0) ∈ Obj Toprel∗. Appliquons maintenant [−, (X,A)]∗ à cette suite :

· · ·

πn(X,A) πnA πnX

· · · · · ·

π1(X,A) π1A π1X

π0(X,A) π0A π0X

où πn(X,A) = [(Dn+1,Sn), (X,A)]∗. Cette suite nous donnera l’exactitude de l’homologie plus
tard...

3.2.4 Remarque. On peut montrer que πn(X,A) est un groupe si n ≥ 2 et un groupe abélien si
n ≥ 3. On a que π1(X,A) n’est pas un groupe en général car D1 = I n’est pas une suspension.
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Chapitre 4

Cofibrations et extensions
d’homotopies

4.1 Définition, caractérisation et exemples

Le but de ce chapitre est d’étudier des applications basées qui se ”comportent homotopiquement”
comme ιX : X ↪→ CX ou comme if : Y −→ Cf où f : (X,x0) −→ (Y, y0). Référence : [Piccinini,
§2.3 - 2.4].

4.1.1 Rappel. On a :

X X × I

CX Ci0 Y

CX × I

p

i0

ιX
∀h

∃H

.

Un ”bon comportement homotopique” serait de permettre une extension d’homotopie. Pour
explique une restriction sur les couples étudiés :

4.1.2 Lemme. Si A est un sous espace fermé de X, alors le pushout de l’inclusion A ↪→ X et de
i0 : A ↪→ A× I est la réunion (X × {0}) ∪ (A× I).

Démonstration. On définit le diagramme commutatif suivant :

A A× I

X (X × {0}) ∪ (A× I)

i0

x 7→ (x, 0)

.
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Vérifions la propriété universelle :

A A× I

X (X × {0}) ∪ (A× I)

Y

i0

j̃ H
ĩ

f

∃?H̃

.

Définissons H̃ par H̃(x, 0) = f(x), H̃(a, t) = H(a, t). C’est bien définit car H ◦ i = f ◦ j, donc

H(a, 0) = f(a),∀a ∈ A. La continuité de H̃ et due au lemme de recollement (car A est fermé).

L’unicité de H̃ provient de fait que (X × {0}) ∪ (A× I) = Im j̃ ∪ Im ĩ.

4.1.3 Définition (Propriété d’extension d’homotopie). Soit (X,A) un couple d’espace où A est
fermé dans X. Alors le couple vérifie la propriété d’extension d’homotopie (abrégée PEH) si
∀h : (X × {0}) ∪ (A× I) −→ Y , il existe une extension H : X × I −→ Y i.e. le diagramme suivant
commute :

(X × {0}) ∪ (A× I) Y

X × I

h

k H

.

4.1.4 Définition (Cofibration). Une application continue j : A −→ X est une cofibration si :
– j est un plongement i.e. j|Im j est un homéomorphisme,
– Im j est fermé dans X,
– le couple (X, Im j) vérifie la PEH.

Souvent, on va abuser un peu de cette notion et supposer que tout cofibration est une inclusion
d’un sous espace fermé...

4.1.5 Notation. Si j : A −→ X est une cofibration, on note j : A� X.

4.1.6 Exemple. Pour tout (X,x0) ∈ Obj Top∗, l’application ιX : X ↪→ CX est une cofibration
(par le lemme 3.1.10).

4.1.7 Rappel. L’application k : (CX × {0}) ∪ (ιX(X)× I) ↪→ CX × I admet une rétraction.

De manière analogue :

4.1.8 Proposition (Caractérisation des cofibrations). Soit A un sous espace fermé de X. Alors
l’inclusion j : A ↪→ X est une cofibration (i.e. le couple (X,A) vérifie la PEH) si et seulement si
il existe une rétraction de k : (X × {0}) ∪ (A × I) ↪→ X × I i.e. une application r : X × I −→
(X × {0}) ∪ (A× I) telle que r ◦ k = Id(X×{0})∪(A×I).

Démonstration. ⇒ On applique la PEH au diagramme

(X × {0}) ∪ (A× I) (X × {0}) ∪ (A× I)

X × I

Id(X×{0})∪(A×I)

k
∃r

.
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⇐ On a :

(X × {0}) ∪ (A× I) Y

X × I

h

k r
h ◦ r

car (h ◦ r) ◦ k = h.

4.1.9 Exemple (Très important pour la suite). L’inclusion Sn ↪→ Dn+1 est une cofibration (cf
série 9).
“Ici, la rétraction consiste à enfoncer son doigt dans un cylindre en pâte à modeler !”

Prof. K. Hess-Bellwald
Le 22/11/2012

4.1.10 Remarques. Les cofibrations sont préservées sous certaines constructions topologiques,
comme le pushout :

A Y

X X
∐
A Y

p

f

j j̃

.

4.2 Propriétés

Résultat analogue au lemme 3.1.9 :

4.2.1 Proposition. Si j : A� X est une cofibration et si A est contractile (pas forcément dans
X), alors l’application quotient q : X −→ X/A est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Il existe une homotopie contractante H : A× I −→ A i.e. une homotopie telle que
H(a, 0) = a,H(a, 1) = a0,∀a ∈ A. On a donc une application continue H̃ telle que le diagramme
suivant commute :

(X × {0}) ∪ (A× I) X

X × I

(IdX×{0}) ∪ (j ◦H)

H̃

car j est une cofibration. On a que :

H̃(x, 0) = x, ∀x ∈ X,
H̃(a, t) = j ◦H(a, t) ∈ A, ∀a ∈ A,∀t ∈ I,
H̃(a, 1) = a0, ∀a ∈ A.

Le lemme 3.1.9 nous permet de conclure.

4.2.2 Corollaire. Si j : A� X est une cofibration, alors Cj ' X/A.
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Démonstration. Considérons le pushout :

A X

CA Cj

p

j

ιA ι̃
j̃

.

Par l’exercice 1 de la série 9, j̃ et ι̃ sont des cofibrations. Par la proposition précédente, on a que
l’application quotient q : Cj −→ Cj/CA est une équivalence d’homotopie. Par le lemme 3.1.11, on
a :

A X X/A

CA Cj Cj/CA

p

j

ιA ι̃ ∼=
j̃

.

4.2.3 Remarque. Il existe des contre exemples si j n’est pas une cofibration...

4.2.4 Théorème (Les cofibrations sont partout ! (partouuuuut !)). Pour toute application continue
f : X −→ Y , il existe une cofibration jf : X −→Mf et une équivalence d’homotopie pf : Mf −→ Y
telles que le diagramme suivant commute :

X Mf

Y

jf

pf
f

.

Démonstration. Considérons le pushout :

X Y

X × I Mf

p

f

i0 î

où

Mf = Y
∐

(X × I)/ [f(x) ∼ (x, 0)] .

Définissons

jf : X −→ Mf

x 7−→ [x, 0],

pf : Mf −→ Y

[y] 7−→ y

[x, s] 7−→ f(x).
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On a que pf est l’unique application continue Mf −→ Y donnée par la propriété universelle du
pushout :

X Y

X × I Mf

Y

p

f

i0 î
IdY

f ◦ proj1

pf

.

• Montrons que jf est une cofibration. On utilise la caractérisation. donc on va montrer qu’il
existe une rétraction r : Mf × I −→ (Mf ×{0})∪ (jf (X)× I) ∼= (Mf ×{0})∪ (X ×{1}× I).
Posons

r : Mf × I −→ (Mf × {0}) ∪ (X × {1} × I)

([y], t) 7−→ ([y], 0)

([x, s], t) 7−→


(

[x, 1], t− (1−s)(1−t)
s

)
si s ≥ 1− t([

x, s+ st
1−t

]
, 0
)

si s ≤ 1− t
.

Clairement, Im r ⊆ (Mf × {0}) ∪ (X × {1} × I). Par ailleurs,

r([y], 0) = ([y], 0),

r([x, s], 0) = ([x, s], 0),

r([x, 1], t) = ([x, 1], t).

Donc r est bien une rétraction de l’inclusion (Mf × {0}) ∪ (X × {1} × I) ↪→ Mf × I. Pour
vérifier la continuité, un applique le lemme de recollement. Ainsi, jf est bien une cofibration.

• Montrons que pf est une équivalence d’homotopie. Rappelons que î : y 7−→ [y]. Observer que

pf ◦ î = IdY . Par ailleurs, î◦pf ([y]) = î(y) = [y] et î◦pf ([x, s]) = î◦f(x) = [f(x)]. Définissons

H : Mf × I −→ Mf

[y] 7−→ [y],

[x, s] 7−→ [x, st].

Par le lemme de recollement, on a que H est continue et est donc une homotopie. De plus :

H([x, s], 0) = [x, 0] = [f(x)] = î ◦ pf ([x, s]),

H([x, s], 1) = [x, s].

Ainsi, î ◦ pf ∼ IdMf
par H et pf est bien une équivalence d’homotopie.

• On a que
pf ◦ jf (x) = pf ([x, 1]) = f(x), ∀x ∈ X.

Ainsi, f = pf ◦ jf .

4.2.5 Terminologie. L’espace Mf s’appelle le mapping cylinder de f .
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Chapitre 5

Introduction aux CW-complexes

Le but de ce chapitre est d’étudier une classe d’espaces topologiques qui se prêtent très bien à
des constructions récursives d’applications continues et à des preuves par récurrence. Référence :
[May, Ch 10].

5.1 Définitions et propriétés fondamentales

5.1.1 Définition (CW-complexe). Un espace topologique X est un CW-complexe s’il existe une
suite d’espaces topologiques {Xn}n∈N appelée décomposition CW de X et qui est telle que :

1. L’espace X0 est discret.

2. On a les inclusions :

X0 X1 X2 . . . Xn . . .
.

3. Pour tout n ∈ N, il existe un ensemble d’indices Jn et une famille d’applications continues
{φj : Sn −→ Xn}j∈Jn

telle que

∐
j∈Jn

Sn Xn

∐
j∈Jn

Dn Xn+1

p

∑
j∈J φj

φ̃

.

4. On a ⋃
n∈N

Xn
∼= X

où
⋃
n∈NXn est muni de la topologie de l’adhérence finie i.e.

C ⊆
⋃
n∈N

Xn est fermé ⇐⇒ C ∩Xk et fermé dans Xk, ∀k ∈ N.

5.1.2 Terminologie. • Si X ∼= Xn pour un certain n ∈ N, alors X est de dimension n et on
note dimX = n.

• L’espace Xn est appelé le n-squelette de X.
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• Les applications φj sont les applications caractéristiques du CW-complexe.

• L’image Im φ̃|Dn+1
j

est une (n+ 1)-cellule

5.1.3 Exemples. 1. Posons X = S1.

(a) Posons X0 = {x0}. Considérons J0 = {1} et φ1 : S0 −→ X0 la seule application continue
possible. Formons le pushout :

S0 X0

D1 X1

p

φ1

où

X1 = X0

∐
D1/ [1 ∼ x0 ∼ (−1)] ∼= S1.

On a donc X0 ↪→ X1
∼= S1 = X.

(b) Posons X0 = {x+, x−}. Considérons J0 = {+,−} et

φ+ : S0 −→ X0

±1 7−→ x±,

φ− : S0 −→ X0

±1 7−→ x∓.

Formons le pushout :

S0+
∐

S0− X0

D1
+

∐
D1
− X1

∼= S1
p

φ+ + φ−

.

(c) De manière semblable, on obtient une décomposition CW de S1 de la forme X0 ↪→ X1
∼=

S1 avec X0 = {x1, . . . , xn} pour tout n ∈ N∗.

2. Posons X = S2.

(a) Posons X0 = {x0} et J0 = ∅. On a alors X1 = X0. Puis, considérons J1 = {1}
et φ1 : S1 −→ X1 est la seule application continue possible. Formons le pushout :

S1 X1

D2 X2

p

φ1

où

X2 = {x0}
∐

D2/
[
z ∼ x0, ∀z ∈ S1

] ∼= S2.
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(b) On utilise la décomposition CW de S1 du point 1. (a). On pose X0 = {x0}, X1 = S1,
J2 = {+,−} où φ+ = φ− = IdS1 . Formons le pushout :

S1+
∐

S1− X1

D2
+

∐
D2
− X2

∼= S2
p

φ+ + φ−

.

3. Posons X = S1 × S1, le tore creux. Rappelons que S1 × S1 est un quotient de I × I. Posons
X0 = {x0}, X1 = S1 ∨ S1. Alors :

∂(I × I) ∼= S1 X1 = S1 ∨ S1

I × I ∼= D2 X2
∼= S1 × S1

p
.

5.1.4 Lemme. Tout CW-complexe est un espace normal et localement connexe par arcs.

Démonstration. Voire la Série 10.

5.1.5 Propriété (Cruciale). Soit K un espace topologique compact et X un CW-complexe de
décomposition CW {Xn}n∈N. Alors pour tout application continue f : K −→ X, il existe n ∈ N tel
que Im f ⊆ Xn.

Démonstration. Comme f est continue, on a que Im f est compact. On va utiliser la caractérisation
de la compacité par la PIF pour arriver à une contradiction si 6 ∃n ∈ N tel que Im f ∈ Xn. Supposons
donc que ∀n ∈ N on a Im f 6⊂ Xn. Ainsi, ∀n, ∃xn ∈ Im f tel que xn 6∈ Xn. Puisque Xm ⊆ Xn si
m ≤ n, on a que xn 6∈ Xm pour tout m ≤ n. Par conséquent, ∀n on a ](Xn∩{xk}k∈N) < n. Puisque
le singleton {xk} est fermé ∀k, on sait que Xn ∩ {xk}k∈N est aussi fermé dans Xn pour tout n et
donc {xk}k∈N est fermé dans X par la définition de la topologie de l’adhérence finie. Considérons
maintenant

C = {{xk}k≥n | n ∈ N} .

C’est une collection de partie fermés de X vérifient la PIF mais telle que
⋂
C∈C C = ∅. Ainsi, Im f

n’est pas compact ce qui est absurde.

Penchons nous maintenant sur le cas relatif :

5.1.6 Définition (CW-complexe relatif). Un couple d’espaces (X,A) ∈ Toprel est un CW-
complexe relatif s’il existe une suite d’espaces topologiques {Xn}n∈N appelée décomposition
CW de (X,A) et qui est telle que :

1. On a

X0 = A
∐

X ′0

où X ′0 est discret.

2. On a les inclusions :

X0 X1 X2 . . . Xn . . .
.
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3. Pour tout n ∈ N, il existe un ensemble d’indices Jn et une famille d’applications continues
{φj : Sn −→ Xn}j∈Jn telle que

∐
j∈Jn

Sn Xn

∐
j∈Jn

Dn Xn+1

p

∑
j∈J φj

φ̃

.

4. On a ⋃
n∈N

Xn
∼= X

où
⋃
n∈NXn est muni de la topologie de l’adhérence finie.

En fait, le seul point qui change de la définition d’un CW-complexe est la définition du 0-squelette
X0.

5.1.7 Remarques. 1. Si (X,A) est un CW-complexe relatif, alors A ↪→ X est une cofibration.

2. dim(X,A) = n si et seulement si X ∼= Xn.

3. Le couple (Dn+1,Sn) est un CW-complexe relatif. En voici une décomposition CW :

X0 = · · · = Xn = Sn et

Sn Sn

Dn+1 Dn+1

p

IdSn

IdDn+1

.

5.2 HELP et ses conséquences

Une généralisation (assez massive) de la PEH des cofibrations. On a besoin de la notion suivante :

5.2.1 Définition (n-équivalence). Une application basée f : (X,x0) −→ (Y, y0) est une n-
équivalence si πkf : πk(X,x0) −→ πk(Y, y0) est un isomorphisme ∀k < n et une surjection si
k ≤ n.

5.2.2 Remarque. Une application f est une n-équivalence ∀n ∈ N si et seulement si c’est une
équivalence faible.

Voici l’exemple le plus important d’une n-équivalence :

5.2.3 Théorème. L’inclusion j : Sn ↪→ Dn+1 est une n-équivalence, i.e. πkSn = 0 si k < n (cela
suffit car Dn est contractile).

Démonstration, esquisse. Référence : [Lundell, Weingram : The Topology of CW-complexes, Chap.
II.8]. La clé de l’argument est d’appliquer le lemme de Lebesgue à Im f où f : Sk −→ Sn, avec k < n.
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L’idée est que si k < n, alors ∀f : (Sk, z0) −→ (Sn, z0), on peut construire f ′ : (Sk, z0) −→ (Sn, z0)
telle que f '∗ f ′ et que f ′ ne soit pas surjective. On a donc

Sk Sn \ {z1} ' {z0}

Sn
f ′

ce qui implique que

f ′ '∗ cz0 =⇒ [f ]∗ = [f ′]∗ = [cz0 ]∗

=⇒ πkSn = {[cz0 ]∗}.

De manière semblable :

5.2.4 Théorème. Soit (X,A) un CW-complexe relatif. Alors l’inclusion Xn ↪→ X est une n-
équivalence ∀n ∈ N. Donc πkX = πkXn si k ≤ n.

Démonstration, esquisse. Il s’agit là du même genre d’argument de topologie générale que dans la
démonstration précédente. On utilise de plus le fait que ∀f : Sk −→ X, il existe n ∈ N tel que
Im f ⊆ Xn.

5.2.5 Théorème (Homotopy Extention Lifting Property, HELP). Soit (X,A) un CW-complexe
relatif de dimension au plus n. Soit e : Y −→ Z une n-équivalence. Alors ∀f : X −→ Z,∀g : A −→ Y
et ∀H : A× I −→ Z des application continues telles que le diagramme suivant commute :

A A× I A

X Z Y

i0 i1

j H g
f e

i.e. H est une homotopie de f ◦ j vers e ◦ g. Alors ∃ĝ : X −→ Y et ∃Ĥ : X × I −→ Z telles que le
diagramme suivant commute :

A A× I A

X Z Y

X X × I X

i0 i1

j
j j × IdI j

i0 i1

H g

ef

Ĥ ĝ

i.e. ĝ ◦ j = g (ĝ est une extension de g), Ĥ ◦ (j × IdI) = H (Ĥ est une extension de H) et Ĥ est
une homotopie de f vers e ◦ ĝ.

Démonstration. Référence : [May].
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Cas spécial :

5.2.6 Exemple. Posons Y = Z et e = IdY . Alors si le diagramme suivant commute

A A× I A

X Y

i0 i1

j H gf

,

alors, par HELP, on a

A A× I A

X Z Y

X X × I X

i0 i1

j
j j × IdI j

i0 i1

H g

ef

Ĥ ĝ

ce qui est équivalent à

X × {0} ∪A× I Y

X × I

f +H

∃Ĥ

i.e. la PEH car j est une cofibration. Donc dans ce cas, HELP se réduit à la PEH de la cofibration
j.

Voyons maintenant les conséquences de HELP :

5.2.7 Théorème (de Witehead I). Si X est un CW-complexe et si e : Y −→ Z est une n-
équivalence, alors e∗ : [X,Y ] −→ [X,Z] est une bijection si dimX < n et une surjection si dimX ≤
n. On obtient un résultat similaire avec des espaces pointés.

Démonstration. On démontre ici le cas non pointé.
• Montrons que e∗ est surjective. Soit [f ] ∈ [X,Z]. A voire, ∃[ĝ] ∈ [X,Y ] telle que e∗([ĝ]) = [f ].

Appliquons HELP :

∅ ∅ × I ∅

X Z Y

X X × I X

∼= ∼=

!

! ! !

i0 i1

! !

ef

Ĥ ĝ

i.e. Ĥ est une homotopie de f vers e ◦ ĝ, donc [f ] = [e ◦ ĝ] = e∗([ĝ]) et e∗ est surjective.
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• Montrons l’injectivité de e∗ quand dimX < n. Remarquons que si dimX = m, alors dim(X×
I) = m+ 1 car

(X × I)k = (Xk × {0})
∐

(Xk × {1})
∐

(Xk−1×]0, 1[)/ ∼

voire série 10. Soient g0, g1 : X −→ Y tels que e∗([g0]) = e∗([g1]). A voire : [g0] = [g1]. Il
existe une homotopie F : X×I −→ Z de e◦g0 vers e◦g1. Appliquons HELP à (X×I,X×∂I)
(c’est un CW-complexe relatif de dimension au plus n) :

X × ∂I X × ∂I × I X × ∂I

X × ∂I Z Y

X × I X × I × I X × I

i0 i1

j

j j × IdI j

i0 i1

H g0
∐
g1

eF

Ĥ ĝ

où H(x, i, t) = e ◦ g1(x) = F (x, i). On a donc

ĝ ◦ j = g0 + g1 ⇐⇒
{
ĝ(x, 0) = (g0 + g1)(x, 0) = g0(x)
ĝ(x, 1) = (g0 + g1)(x, 1) = g1(x)

.

Donc ĝ est une homotopie de g0 vers g1, ce qui implique que [g0] = [g1]. Ainsi, e∗ est injective
et donc bijective.

5.2.8 Remarque. Si e : Y −→ Z est une n-équivalence, alors πke : [Sk, Y ] −→ [Sk, Z] est une
bijection si k < n et une surjection si k ≤ n.

5.2.9 Corollaire. Si e : Y −→ Z est une équivalence faible, alors e∗ : [X,Y ] −→ [X,Z] est une
bijection pour tout X un CW-complexe de dimension finie.

5.2.10 Théorème (de Witehead II). Soient Y , Z deux CW-complexes tels que dimY,dimZ ≤ n.
Alors si e : Y −→ Z est une n-équivalence, c’est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. On applique le théorème de Whitehead I au cas X = Z. Alors e∗ : [Z, Y ] −→ [Z,Z]
est une bijection. En particulier, ∃![f ] ∈ [Z, Y ] tel que e∗([f ]) = [e ◦ f ] = [IdZ ]. Donc e ◦ f ∼ IdZ .
Affirmation : f ◦ e ∼ IdY et donc f est un inverse homotopique de e. Observer que puisque e est
une n-équivalence, on a que IdπkZ = πk IdZ = πk(e ◦ f) = πke ◦πkf pour tout k < n. Donc πkf est
un isomorphisme. Ainsi, f est une (n− 1)-équivalence. Par le théorème de Whitehead I appliqué à
X = Y , on a que f∗ : [Y, Z] −→ [Y, Y ] est au moins surjectif. Par conséquent, ∃[e′] ∈ [Y, Z] tel que
f∗([e

′]) = [f ◦ e′] = [IdY ]. Donc f ◦ e′ ∼ IdY . Puis

e = e ◦ IdY ∼ e ◦ f ◦ e′ ∼ IdZ ◦e′ = e′.

Donc f ◦ e ∼ f ◦ e′ ∼ IdY .

5.2.11 Corollaire. Toute équivalence faible entre deux CW-complexes est une équivalence d’ho-
motopie.

Prof. K. Hess-Bellwald 57



5.3. APPROXIMATION CELLULAIRE

5.3 Approximation cellulaire

Le but de cette section est de montrer que les CW-complexes et les applications qui respectent
leur structure cellulaire sont partout.

5.3.1 Définition (Application cellulaire). Soient (X,A) et (Y,B) deux CW-complexes relatifs.
Une application f : (X,A) −→ (Y,B) est dite cellulaire si f(Xn) ⊆ Yn pour tout n ∈ N.

5.3.2 Définition (CW-approximation). Soit (X,A) un couple d’espaces. Une CW-approximation

de (X,A) consiste en un CW-complexe relatif (X̃, Ã) muni d’une équivalence faible (X̃, Ã) −→
(X,A).

5.3.3 Théorème (Tout est CW ! (Tout !)). Soit f : (X,A) −→ (Y,B) une application entre

deux coupes d’espaces. Alors il existe une application cellulaire f̃ : (X̃, Ã) −→ (Ỹ , B̃) telle que le
diagramme suivant commute à homotopie près :

(X,A) (Y,B)

(X̃, Ã) (Ỹ , B̃)

f

α
f̃

β

.

Démonstration, esquisse. • Existence des CW-approximations. On construit explicitement (X̃, Ã)
par récurrence :
– d’abord, un énorme wedge de sphères dont l’homotopie surjecte sur π∗X,
– ensuite, dimension par dimension, on rajoute des disques Dn pour “tuer l’homotopie en

trop”. Rappelons que Zn ↪→ Z est une cofibration pour tout CW-complexe Z.
• Existence de remplacements cellulaires d’applications. Soit g : W −→ Z une application entre

deux CW-complexes W et Z. On construit g̃ et l’homotopie par récurrence sur la dimension
des cellules de W à l’aide de HELP et du fait que Sn ↪→ Dn+1 est une n-équivalence.
• Existence d’au moins une application f̂ : (x̃, Ã) −→ (Ỹ , B̃) telle que β ◦ f̂ ∼ f ◦ α. On utilise

Whitehead. Voire la série 11.
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Chapitre 6

Homologie

Le but de ce chapitre est de définir les groupes d’homologie ordinaire H∗(−;Z).

6.1 Produit symétrique infini

On présente ici le dernier invariant homotopique dont nous avons besoin pour définit l’homologie.

6.1.1 Définition (ComTopMon). On note ComTopMon la catégorie des monöıdes topologiques
abéliens, i.e. la catégorie des monöıdes abéliens (A,µ, a0) muni d’une topologie rendant la multipli-
cation µ continue et basé en a0.

6.1.2 Exemples. 1. Tout groupe abélien (G,+) muni de la topologie discrète et basé en 0G est
un monöıde topologique abélien.

2. Les lacets de Moore ΩMX d’un espace basé (X,x0) forme un monöıde topologique non abélien.

3. (S1, ·) muni de la multiplication complexe.

4. (Rn,+).

6.1.3 Définition (Produit symétrique infini). – Soit n ∈ N∗ et (X,x0) un espace topologique
basé. Définissons une relation d’équivalence sur Xn :

(x1, . . . , xn) ∼ (y1, . . . , yn) ⇐⇒ ∃σ ∈ Sn tel que (xσ(1), . . . , xσ(n)) = (y1, . . . , yn).

Posons

SPn(X,x0) = (Xn/ ∼, [x0, . . . , x0]) = (X,x0)n/Sn.

Soit f : (X,x0) −→ (Y, y0) une application continue. Posons

SPn f : SP(X,x0) −→ SPn(Y, y0)

[x1, . . . , xn] 7−→ [f(x1), . . . , f(xn)] .

Il est facile de vérifier que SPn f est bien définie, continue et basée. De plus, SPn(g ◦ f) =
SPn g ◦ SPn f et SPn Id(X,x0) = IdSPn(X,x0). Ainsi, on a un foncteur

SPn : Top∗ −→ Top∗.
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– Remarquons que (X,x0) = SP1(X,x0). Définissons

ιn : SPn(X,x0) −→ SPn+1(X,x0)

[x1, . . . , xn] 7−→ [x0, x1, . . . , xn] .

Il est facile de vérifier que ιn est un plongement. On a donc une suite de plongements

(X,x0) = SP1(X,x0) SP2(X,x0) SP3(X,x0) · · ·
ι1 ι2 ι3

.

– Posons
SP(X,x0) =

⋃
n∈N∗

SPn(X,x0)

muni de la topologie de l’adhérence finie et basé en [x0] = [x0, x0] = [x0, . . . , x0]. Observons
que w ∈ SP(X,x0) si et seulement si ∃n ∈ N∗ et x1, . . . , xn ∈ X tels que w = [x1, . . . , xn].
Posons

SP(X,x0)× SP(X,x0) −→ SP(X,x0)

([x1, . . . , xn], [x′1 . . . , x
′
n′ ]) 7−→ [x1, . . . , xn, x

′
1 . . . , x

′
n′ ].

C’est une application continue et basée qui définit une multiplication associative, unitaire et
commutative. Ainsi,

SP(X,x0) ∈ ObjComTopMon.

– Soit f : (X,x0) −→ (Y, y0) une application continue. Posons

SP f : SP(X,x0) −→ SP(Y, y0)

[x1, . . . , xn] 7−→ [f(x1), . . . , f(xn)] .

Il est facile de vérifier que SP f est continue, basée et compatible avec les multiplications de
SP(X,x0) et SP(Y, y0). Ainsi, SP f ∈ MorComTopMon De plus, SP préserve les composition
et les identités. Ainsi, on a un foncteur

SP : Top∗ −→ ComTopMon.

Le produit symétrique infini d’un espace (X,x0) est le monöıde topologique abélien SP(X,x0).

6.1.4 Proposition. Le foncteur SP est un invariant homotopique.

Démonstration. Etant donné f, g : (X,x0) −→ (Y, y0) deux applications continues homotopes par
une homotopie H : X × I −→ Y , on considère la composition

SP(X,x0)× I SP(X × I, (x0, 0)) SP(Y, y0)

([x1, . . . , xn], t) [(x1, t), . . . , (xn, t)]
.

Cette construction va nous donner une homotopie basée de SP f vers SP g dans ComTopMon.

6.1.5 Remarques. • L’espace SP(X,x0) est le monöıde abélien libre sur (X,x0), i.e.

ComTopMon (SP(X,x0), (A,µ, a0)) ∼= Top∗ ((X,x0), (A, a0)) .

• Si (X,x0) est un CW-complexe, alors SP(X,x0) est aussi naturellement un CW-complexe qui
est tel que µ (la multiplication de SP(X,x0)) soit cellulaire.
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6.2 Propriétés de SP

6.2.1 Notation. Notons ηX : (X,x0) −→ SP(X,x0) l’inclusion évidente (car, (X,x0) = SP1(X,x0)).

6.2.2 Proposition. L’application ηS1 : (S1, 1) −→ SP(S1, 1) est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Soit (A,µ, a0) ∈ ObjComTopMon. Posons

mA : SP(A, a0) −→ (A, a0)

[a1, . . . , an] 7−→
n∏
i=1

ai.

Cette application est bien définie, continue, basée et multiplicative. De plus, mA ◦ ηA = IdA. Ainsi,
mS1 ◦ ηS1 = IdS1 . Il reste à voir que ηS1 ◦mS1 ∼ IdSP(S1,1). Or :

ηS1 ◦mS1([z1, . . . , zn]) = ηS1

(
n∏
i=1

zi

)

=

[
n∏
i=1

zi

]

=

[
n∏
i=1

zi, 1, . . . , 1

]
.

Définissons alors

H : SP(S1, 1)× I −→ SP(S1, 1)

([z1, . . . , zn], t) 7−→

z1 ·( n∏
i=2

zi

)t
, z1−t2 , . . . , z1−tn

 .
Il est facile de voire que H est bien une homotopie et IdSP(S1,1) vers ηS1 ◦mS1 .

6.2.3 Définition (Quasi-fibration). Une application continue p : Y −→ Z est une quasi-fibration
si ∀z0 ∈ Z et ∀y ∈ p−1(z0) on a que

p∗ : πn(Y, p−1(z0), y0) −→ πn(Z, {z0}, z0)

[f ] 7−→ [p ◦ f ]

est un isomorphisme ∀n ∈ N.

6.2.4 Remarque. Si p : Y −→ Z est une quasi-fibration, alors la longue suite exacte du couple
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(Y, p−1(z0)) devient :

· · ·

πn(Y, p−1(z0)) = πnZ πnp
−1(z0) πnY

· · · · · ·

π1Z π1p
−1(z0) π1Y

π0Z π0p
−1(z0) π0Y

.

6.2.5 Théorème (Dold - Thom). Soit X un espace de Hausdorff. Soit A ⊆ X un sous espace
connexe par arcs. Si A ↪→ X est une cofibration, alors l’application quotient q : X −→ X/A induit
une quasi-fibration SP q : SPX −→ SP(X/A). En particulier, ∀n ∈ N

πn (SPX,SPA) ∼= πn SP(X/A).

On a donc une suite exacte :

· · · πn+1 SPX πn+1 SP(X/A)

πn SPA πn SPX · · ·
.

6.2.6 Exemple (Cas spécial). Soit X,Y ∈ Obj Top deux espaces de Hausdorff où Y est connexe
par arcs et f : X −→ Y . Considérons le pushout

X Y

CX Cf

Cf/Y ' ΣX

p

f

ιX if

.

Appliquons le théorème de Dold - Thom à if :

πn(SPCf,SPY ) ∼= πn SP(ΣX).

Si Y = X et si f = IdX , alors Cf = CX et πn(SPCX, SPX) ∼= πn SP ΣX. On obtient alors une
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longue suite exacte :

· · ·

πn+1 SPX πn+1 SPCX πn+1 SP ΣX

πn SPX · · ·
.

Or CX est contractile, ce qui entraine que SPCX est contractile et donc que πn SPCX = 0. Ainsi,

πn+1 SP ΣX ∼= πn SPX.

6.3 Définition de l’homologie

On va d’abord parler d’homologie réduite d’un espace pointé.

6.3.1 Le cas pointé

6.3.1 Définition (Groupe d’homologie réduite). Le n-ième groupe d’homologue réduite d’un
espace pointé (X,x0) est définit par :

H̃n(X,x0) = πn+1 SP ΣX̃

où X̃ est une CW-approximation de X.

6.3.2 Remarques. 1. La valeur de H̃ ne dépend pas de la CW-approximation choisie.

2. On suspend X̃ afin de pouvoir appliquer le théorème de Dold - Thom plus tard. En effet, ΣY
est connexe par arcs pour tout espace Y ∈ Obj Top.

3. Comme X̃ est un CW-complexe, on a que ΣX̃ est aussi un CW-complexe. En effet, ΣSn ∼=
Sn+1 et ΣDn ∼= Dn+1.

On se retrouve donc dans la configuration suivante :

CW∗ CW∗ CW∗ ∩ ComTopMon

Ab
H̃n

Σ SP

πn+1

.

6.3.3 Axiomes (Eilenberg - Steenrod pour une théorie d’homologie réduite). (H̃1) Exactitude :
Soient (X,x0), (Y, y0) ∈ Obj Top∗ et f : (X,x0) −→ (Y, y0). Alors on a une suite exacte

H̃nX H̃nY H̃nCf
H̃nf H̃nif

.

(H̃2) Suspension : Soit (X,x0) ∈ Obj Top∗. Alors

H̃nX ∼= H̃n+1ΣX.
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(H̃3) Additivité : Pour toute collection {(Xj , xj)}j∈J ⊂ Obj Top∗, les inclusionsXi ↪→
∨
j∈JXj

induisent un isomorphisme ⊕
j∈J

H̃nXj

∼=−→ H̃n

∨
j∈J

Xj

 .

(H̃4) Invariance : Si f : (X,x0) −→ (Y, y0) est une équivalence faible, alors H̃nf : H̃nX −→
H̃nY est un isomorphisme.

(H̃5) Dimension : On a :

H̃nS0 =

{
Z si n = 0
0 si n > 0

.

6.3.4 Remarque. Une analogie duale à l’axiome (H̃2) est que πnX ∼= πn−1ΩX.

6.3.5 Théorème. L’ensemble {H̃n : Top∗ −→ Ab}n∈N vérifie les axiomes d’Eilenberg - Steenrod
d’une théorie d’homologie réduite ordinaire.

Démonstration. (H̃1) : Soient (X,x0), (Y, y0) ∈ Obj Top∗ et f : (X,x0) −→ (Y, y0). Soient X̃

et Ỹ des CW-approximations de X et Y respectivement. Alors on sait par le théorème 5.3.3
qu’il existe une application cellulaire f̃ telle que le diagramme suivant commute à homotopie
près :

X Y

X̃ Ỹ

f

f̃

.

On applique le théorème 4.2.4 pour avoir

X Y

X̃ Ỹ

Mf̃

Mf̃/X̃
∼= Cf̃

f

f̃

pf̃jf̃

où pf̃ est une équivalence d’homotopie. Appliquons Σ :

ΣX̃ ΣMf̃ ΣCf̃
.

Par le théorème de Dold - Thom, on a une longue suite exacte :

· · · πn+1 SP ΣX̃︸ ︷︷ ︸
H̃nX

πn+1 SP ΣMf̃︸ ︷︷ ︸
H̃nY

πn+1 SP ΣCf̃︸ ︷︷ ︸
H̃nCf̃=H̃nCf

· · ·
.
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(H̃2) : On sait que

H̃nX = πn+1 SP ΣX̃
∼= πn+2 SP ΣΣX

= H̃n+1ΣX.

(H̃3) : Montrons que H̃n(X ∨ Y ) ∼= H̃nX ⊕ H̃nY . On a :

X X ∨ Y (X ∨ Y )/X = Y

Y X ∨ Y (X ∨ Y )/Y = X

i

q

j

r

.

Par le théorème de Dold - Thom, on a que les suites suivantes sont exactes :

H̃nX H̃n(X ∨ Y ) H̃nY

H̃nY H̃n(X ∨ Y ) H̃nX

H̃ni H̃nj

H̃nq H̃nr

.

Par ailleurs, comme r ◦ i = IdX et q ◦ j = IdY , on a que les deux suites sont scindées. Donc
H̃n(X ∨ Y ) ∼= H̃nX ⊕ H̃nY . On conclut par récurrence transfinie.

(H̃4) : Soit f : (X,x0) −→ (Y, y0) est une équivalence faible. Soient X̃ et Ỹ des CW-approximations
de X et Y respectivement. Alors on sait par le théorème 5.3.3 qu’il existe une application cel-
lulaire f̃ telle que le diagramme suivant commute à homotopie près :

X Y

X̃ Ỹ

f

α
f̃

β

.

Donc ∀k ∈ N, on a que πkβ ◦ πkf̃ = πkf ◦ πkα. Donc πkf̃ est un isomorphisme ∀k ∈ N et
donc f̃ est une équivalence faible. Or X̃ et Ỹ sont des CW-complexes, ce qui entraine que f̃
est une équivalence d’homotopie par le théorème de Whitehead. Donc Σf̃ et SP Σf̃ sont aussi
des équivalences d’homotopie. Par conséquent, H̃nf = πn+1 SP Σf̃ est un isomorphisme.

(H̃5) : En utilisant le fait que S1 ↪→ SPS1 est une équivalence d’homotopie, on a :

H̃nS0 = πn+1 SP ΣS0

= πn+1 SPS1

= πn+1S1

=

{
Z si n = 0
0 si n > 0

.

6.3.6 Remarques. 1. En commençant par les valeurs de H̃nS0 d’où l’on déduit que

H̃kSn =

{
Z si k = 0, n
0 sinon

,

on peut calculer l’homologie réduite H̃∗X récursivement comme suit :
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– On choisit X̃ une CW-approximation de X.
– Comme X̃0 est discret, on a que X̃0

∼=
∨
j∈J S0 pour un certain ensemble J de même

cardinalité que X̃0. Puis, par (H̃3), on a que

H̃nX̃0 =
⊕
j∈J

H̃nS0.

– Supposons que H̃∗X̃k sont connus ∀k ≤ n. On a un pushout :

∐
α∈K Snα X̃n

∐
α∈K Dn+1

α X̃n+1

p
.

Comme tous ces espaces sont pointés, on peut réécrire :

∨
α∈K Snα X̃n

C
(∨

α∈K Snα
) ∨

α∈K Dn+1
α X̃n+1

∼= Cf

p∼=
.

Donc par l’axiome (H̃1) et la suite de Dold - Puppe, on a une suite exacte

· · ·

H̃k+1

(∨
α∈K Snα

)
H̃k+1X̃n H̃k+1X̃n+1

H̃k

(∨
α∈K Snα

)
· · ·

.

Ainsi, si k 6= n, n− 1, on a

0 H̃n+1X̃n H̃n+1X̃n+1

0

∼=

.

Si k = n, alors on a

0 H̃n+1X̃n H̃n+1X̃n+1

⊕
α∈K Z H̃nX̃n · · ·

.
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Si k = n− 1, alors on a

· · · H̃n+1X̃n+1

⊕
j∈K Z H̃nX̃n H̃nX̃n+1

0

a

.

Donc H̃nX̃n+1 est un quotient de H̃nX̃n dont la valeur dépend de a. On a H̃∗X̃ = H̃∗X.

2. L’analyse ci-dessus montre que ∀(X,x0) ∈ Obj Top∗ et ∀n ∈ N, les groupes H̃nX sont

entièrement déterminés par les axiomes (H̃1) à (H̃5). Ainsi, ∀{Gn : Top∗ −→ Ab}n∈N une

collection de foncteurs tels que les axiomes (H̃1) à (H̃4) soient vérifiés et

GnS0 =

{
Z si n = 0
0 si n > 0

,

alors GnX ∼= H̃nX.

6.3.2 Le car relatif

6.3.7 Définition (Groupe d’homologie relative). Le n-ième groupe d’homologie relative d’un
couple d’espaces (X,A) est définit par :

Hn(X,A) = H̃nCj̃

où j̃ est la CW-approximation cellulaire de l’inclusion j : A ↪→ X.

A X

Ã X̃

j

j̃

Ã X̃

CÃ Cj̃

p

j̃

ιÃ ij̃

.

6.3.8 Théorème. Les foncteurs {Hn : Top∗ −→ Ab}n∈N définissent une théorie d’homologie
ordinaire avec

Hn({x}, ∅) =

{
Z si n = 0
0 si n > 0

.

Démonstration. On ne démontre que l’axiome d’excision.
(H2) : Soit une triade excissive (X,A,B) (i.e. A,B ⊆ X et Å ∪ B̊ = X). Posons les CW-

approximations :

A X B

Ã Ã ∪ B̃ B̃
.

On a Hn(A,A ∩B) = Hn(Ã/(Ã ∩ B̃)). Or Ã/(Ã ∩ B̃) ∼= (Ã ∪ B̃)/B̃. Donc

Hn(A,A ∩B) = Hn(Ã/(Ã ∩ B̃)) = Hn((Ã ∪ B̃)/B̃) = Hn(X,B).
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