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Introduction

Définition. Ce polycopié est le retranscription des notes du cours d’homotopie et homologie donné
par le professeur K. HESS-BELLWALD durant le semestre d’automne 2012.

Corollaire. Malgré de nombreuses relectures, des erreurs peuvent subsister... ce polycopié est donc
fourni sans garantie !
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Chapitre 1

Une introduction axiomatique a
I’homologie

1.1 Eléments de la théorie des catégories

1.1.1 Définition (Catégorie). Une catégorie C est constituée des éléments suivants :
e Une classe Obj C appelée les objets de C,
e Pour chaque paire X,Y € Obj C, une classe C(X,Y) de morphismes de X vers Y,
e Pour tout X, Y, Z € Obj C, une fonction de composition associative :

C(X,Y)xC(Y,Z) — C(X,2Z2)
(frg) = gof

que l'on peut représenter par le diagramme suivant :

/
gk

e Pour tout X € ObjC, un unique morphisme Idx appelé le morphisme identité et qui est tel
que :

X Y

g

Z

9

foldy =f et Idyof=f,  VfeCXY).

1.1.2 Notation. e Si f € C(X,Y), alors on note f: X — Y ou encore X N Y,
e La classe des morphismes de C est notée :

MorC= | ] C(x,Y).
X,Y €ObjC

1.1.3 Exemples. 1. On note Set la catégorie des ensembles. On a que Obj Set est la classe de
tous les ensembles et que si X, Y € Obj Set, alors Set(X,Y) est la classe des fonctions de X
vers Y. La composition est la composition de fonctions usuelle. Le morphisme identité est la
fonction identité usuelle.



1.1. ELEMENTS DE LA THEORIE DES CATEGORIES

2. On note Top la catégorie des espaces topologiques. On a que Obj Top est la classe de tous
les espaces topologiques et que si X, Y € Obj Top, alors Top(X,Y) est la classe des fonctions
continues de X vers Y.

3. On note Top, la catégorie des espaces topologiques pointés. On a que Obj Top, est la classe
de tous les espaces topologiques pointés et que si X,Y € ObjTop,, alors Top,(X,Y) est la
classe des fonctions continues pointés de X vers Y.

4. On note Grp la catégorie des groupes.

5. On note Ab la catégorie des groupes abéliens.

6. Soit G un groupe. On note G la catégorie qui est telle que Obj G = {x} et que G(x,x*) = G.
La composition est alors a o b = ab pour tout a,b € G(x, *). L’identité est Id, = Idg.

1.1.4 Définition (Foncteur). Soient C et D deux catégories. Un foncteur F' : C — D est définit
par deux fonctions :

Fp:0bjC — ObjD
Fy:MorC — MorD

telles que :
e Pour tout X,Y € ObjC, on a F; : C(X,Y) — D (Fy(X), Fo(Y)),
e Pour tout X,Y,Z € ObjC et pour tout morphismes f : X — Y etg:Y — Z on a

Fi(go f) = Fi(g) o Fi(f),
e Pour tout X € ObjC, on a Fi(Idx) = Idp,(x).

1.1.5 Exemples. 1. Le groupe fondamental 7; : Top, — Grp.

2. Le foncteur oubli

U:Grp — Set
Uy:G — G
Ur:f — f

qui ”oublie” la structure de groupe. On peut définir de méme les foncteurs suivants :

U:Ab — Set
U:Top — Set
U:Top, — Set

U:Ab — Grp
U:Top, — Top.

3. Le foncteur ”discret” :
D:Set — Top
DO X — (X, (-Tdisc)
Dy:f — f.

1.1.6 Définition (Diagramme commutatif). Soit C une catégorie. Soient A, B,C, D € ObjC et
fitA—B,g:A—C,i:C — D, j: B— D des morphismes tels que jo f =io0g. Alors on

Prof. K. HESS-BELLWALD 6



CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE A L’HOMOLOGIE

dit que le diagramme suivant commute :

A / B
| b
C ! D

1.1.7 Définition (Pushout). Soit C une catégorie. Soit le diagramme suivant :

d

C

f

Soit P € ObjC et ¢ : C — P, j : B — P des morphismes tels que le diagramme suivant
commute :

On dit que P,i,j est un pushout de A, B,C, f,g si VP’ € ObjC, Vi’ : C — P, Vj' : B — P tels
que le diagramme suivant commute :

A f B
g l j
C v P
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1.1. ELEMENTS DE LA THEORIE DES CATEGORIES

1.1.8 Notation. On note alors :

f
A B
g r lj
C—"—P
ou encore :
p=B]]c.
A
1.1.9 Exemples. 1. Prenons la catégorie Top :

({07 1}7 Tdisc) — I

xn—)*l r leXP

1
(5 T
2. Prenons la catégorie Ab :
xm
Z Z
Z/nZ Z/mnZ

1.1.10 Définition (Pullback). Soit C une catégorie. Soit le diagramme suivant :

Soit P € ObjC et i : P — C, j : P — B des morphismes tels que le diagramme suivant
commute :
J

P B

f

1

g

C A

On dit que P, i, j est un pullback de A, B,C, f,gsi VP’ € ObjC, Vi’ : P — C,Vj' : P — B tels
que le diagramme suivant commute :

J
P’ B
L
c J A

Prof. K. HESS-BELLWALD 8



CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE A L’HOMOLOGIE

alors il existe un unique morphisme v : P’ — P tel que le diagramme suivant commute :

1.1.11 Notation. On note alors :

J
P B
i - f
g
C A
1.1.12 Exemple. Prenons la catégorie Top :
g Ty =y
(z,y) > _ ly'—>1—y2
R > R
T

1.2 Invariants homotopiques

1.2.1 Définition. On définit la catégorie Top,, par :
— Objets : Couples d’espaces topologiques (X, A) ot A est un sous espace de X,
— Morphismes : f € Top,, ((X,A),(Y,B)) si f € Top(X,Y) et si f(A) C B,
— On utilise la composition et I'identité usuelle.

Sous catégories importantes :

e Top, : On restreint la classe des objets aux couples (X, {x¢}) avec xg € X. Les morphismes
deviennent les applications basées.

e Top : On restreint la classe des objets aux couples (X, (). Les morphismes deviennent les
applications continues.

1.2.1 Homotopie dans Top,,

1.2.2 Définition (Homotopie). Soient f,g: (X, A) — (Y, B). Une homotopie de f vers g est
un morphisme de Top,,
H: (X xI,AxI)— (Y,B)

tel que H(x,0) = f(x) et H(z,1) = g(x) pour tout z € X.

1.2.3 Remarque. H étant un morphisme, on a que H(a,t) € B,Va € A,Vt € I.

Prof. K. HESS-BELLWALD 9



1.2. INVARIANTS HOMOTOPIQUES

Cas spéciaux :
e Si A={x0}, B={yo}, alors on parle d’homotopie basée.
e Si A, B = () alors on parle juste d’homotopie (absolue).

1.2.4 Proposition. La relation sur Top,((X, A), (Y, B)) donnée par ’homotopie est une relation
d’équivalence.

Cette proposition justifie I'introduction de :

1.2.5 Notations. On note ~4 la relation donnée par ’homotopie sur Top, ((X, A), (Y, B)). Le
quotient est noté
(X, 4), (Y, B)] = Top,t((X, 4), (Y, B))/ ~a

La classe d’un morphisme f est noté [f].

1.2.6 Notations (Abus de). Dans le cas ou A = {z¢} et B = {yo}, on note ~, pour ~4, [f]. pour
[f] et [X,Y ], pour [(X, A), (Y, B)],.

On va utiliser cette notion d’homotopie pour formuler une relation d’équivalence sur les espaces
qui les classifiera ”a déformation continue pres”.

1.2.7 Définition (Equivalence d’homotopie, type d’homotopie). Un morphisme f : (X, A)
(Y, B) est une équivalence d’homotopie s’il admet un inverse & homotopie preés : 3g : (Y, B)
(X, A) tel que

—
—

gOfﬁAIdX et ngZBIdy.
Deux objets (X, A), (Y, B) € Obj Top, ont le méme type d’homotopie s’il existe une équivalence
d’homotopie qui les relie. On note alors (X, A) ~ (Y, B).

Le but de la théorie de ’homotopie est de classifier tous les types d’homotopie en utilisant les
invariants homotopiques.

1.2.8 Définition (Invariant homotopique). Un foncteur F' : Top,, — C est un invariant
homotopique si Vf,g: (X,A) — (Y,B)ona f~4 g = F(f)=F(g).

1.2.9 Proposition. Si F': Top,, — C est un invariant homotopique, alors (X, A) ~ (Y, B) =
F(X,A) = F(Y,B).

Démonstration. Si (X, A) ~ (Y,B), alors 3f : (X,A) — (Y, B) un équivalence d’homotopie
d’inverse homotopique g : (Y,B) — (X, A). Ainsi go f ~4 Idx et fog ~p Idy. Puisque F est
un invariant homotopique, on a :

dpx.a = F(dx.a)=F (Idx)
— Flgof) = Flg)o F(f).
De méme, Idpy,g) = F(f) o F(g). Ainsi, F(X,A) = F(Y,B). O

1.2.10 Propriété. Si F est un invariant homotopique, alors :
F(X,A)2 F(Y,B) — (X,A) #(Y,B).

Car particuliers :
e Invariants homotopiques basés : F': Top, — C avec f ~, g = F(f) = F(g).
e Invariants homotopiques (absolus) : F': Top — C avec f ~g = F(f) = F(g).

Prof. K. HESS-BELLWALD 10



CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE A L’HOMOLOGIE

1.2.11 Exemple.

m : Top, — Grp
(vao) — 7T1(X, xO) = [(Iv {071})7(X7 {;Co})]
est un invariant homotopique basé.

1.2.12 Proposition. La composition d’applications continues induit une application bien définie :

(X, 4), (Y, B)l x [(Y, B), (2, 0)] — [(X,4),(%,C)]
(F1:lg) — lgo fl.

Démonstration. A voir : si f ~4 f' et g~p ¢', alors gof ~4 g’ of’. Soient H: (X xI[,AxI) —
(Y, B) une homotopie de f vers f' et K : (Y x I,B x I) — (Z,C) une homotopie de g vers
g'. Observer que go H : (X X [, A x I) — (Z,C) est une homotopie de g o f vers go f' car
goH(x,0) = gof(x) et goH(x,1) = go f'(x) pour tout x € X. Pour conclure, il faut une homotopie
de go f" vers ¢’ o f'. Définissons K' : (X x I,AxI) — (Z,C) par K'(x,t) = K(f'(x),t). Elle
est évidemment continue. Par ailleurs, K'(a,t) € C pour tout a € A et t € I. Donc K’ est bien un
morphisme de Top,q. Enfin, K'(2,0) = K(f(z),0) = gof'(z) et K'(x,1) = K(f'(x),1) = g'of'(x).
Donc on a :
gof=~agof ~agof

1.2.13 Corollaire. 1. Vf: (X, A) — (Y, B), il existe une application bien définie
[, B),(2,0)] — [(X,4),(Z,0)]
lg] — lgofl.
De plus, f ~4 f' = f* = (f')".
2. Vg :(Y,B) — (Z,C), il existe une application bien définie
Gx [(Xv A)v (Yv B)] — [(Xa A)v (Zv C)]
fl — lgofl
De plus, g ~¥p ¢ = g« = 9.
Démonstration. 1. Considérons
vy [(Y,B),(Z2,0)] — [(X,A),(Y,B)] x[(Y,B),(Z,0)]
lg] — ([f]. 19D
})" (ff) 9] = ([f1,[g]) — [g o f]. Puis f ~a /" = [f1=[f'] = lgofl=lgof] =

2. De méme...

1.2.14 Corollaire. Pour tout objet (X, A) € Obj Top,,, il existe un invariant homotopique :
[(X,A4),-]: Top,q — Set
Y;B) — [(X,A4),(Y,B)]
(:B) % (2,0)) — (X, 4), (v, B)] 2 [(X, 4), (2,0)]).

Prof. K. HESS-BELLWALD 11



1.2. INVARIANTS HOMOTOPIQUES

Démonstration. e Nous avons déja vu que g ~g g = g. = ¢..
o [(X,A),—] est un foncteur car :
- Vg:(Y,B) — (Z,C),Vh: (Z,C) — (W,D),V[f] € [(X, A), (Y, B)], on a que :

(hog)«([f]) = [hogo fl = o g.([f])
- (hog)*:h*og*7

- VY(Y, B) € ObjTop,, V[f] € [(X,A), (Y,B)] on a que :

(Idy,m)), (If]) = (dy), ([f]) = [f]« = dyx, ), v, (f])
= (ldw,p), = dix,a),v.8) -

O

1.2.15 Exemple. Soient (S, 1) et (S! x S, (1,1)). Alors on sait que 71 (S, 1) 2 Z et que 71 (S! x
S, (1,1)) &£ Z x Z. Observons que dans Grp, Z % Z x Z mais que dans Set, Z = Z x Z. Ainsi, la
structure de groupe rend 'invariant plus fort.

On verra plus tard pour quel type d’espace (X, A) I'ensemble [(X, A), (Y, B)] admet une structure
de groupe naturelle. On verra par exemple que [(S™, {z0}), (Y, {yo})] admet toujours une structure
de groupe. Il est méme abélien si n > 2.

1.2.16 Définition (Groupes d’homotopie supérieurs). Le n-iéme groupe d’homotopie est
définit par le foncteur :

m, : Top, — Grp
Yigo) — (8" {20}), (Y, %0)]-

1.2.17 Exercice. Montrer que [(S',1), (Y, y0)] = [(Z,{0,1}), (Y, {yo})].

1.2.18 Définition (Equivalence faible). On dit qu'un morphisme de Top, est une équivalence
faible si Vn > 1, le morphisme 7, (g) = 7,¢ est un isomorphisme.

1.2.19 Remarque. Toute équivalence d’homotopie est une équivalence faible. En revanche, une
équivalence faible n’est en général par une équivalence d’homotopie. On verra cependant en fin de
semestre que si Y et Z sont des CW-complexes, alors toute équivalence faible entre Y et Z est
une équivalence d’homotopie...

1.2.20 Remarque. Les foncteurs m, sont en général TRES difficiles & calculer. Par exemple,
T (S™, {20}) n’est connu que pour un nombre fini de couples (n, m)...

Le but du cours est d’étudier une approximation aux groupes d’homotopie : les groupes d’ho-
mologie d’'un espace basé. Leur définition est plus compliquée (comme vous allez avoir le plaisir de
constater) mais leur calcul sont plus simples. L'idée est la suivante :

Toprel L’ TOp* TOp*
\ lﬂ',r“ n Z 2
H,
H, Ab

ou C' est le cone, SP est le produit symétrique infini, f[n est le n-ieme groupe d’homologie réduit
et H, est le n-ieme groupe d’homologie relative.

Prof. K. HESS-BELLWALD 12



CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE A L’HOMOLOGIE

1.3 Les axiomes d’Eilenberg - Steenrod

Le but est de donner une liste d’axiomes qui caractérisent compleétement ’homologie relative et
qui nous permettent de faire des calculs.
Pour commencer, une notion algébrique essentielle :

1.3.1 Définition (Suite exacte). Une suite exacte de groupes abéliens est une suite

fn+1 fn fnfl

An—i—l An An—l - >

ou A, € Obj Ab,Vn et ou Im f,, 11 = ker f,.
Voici un cas particulier :

1.3.2 Définition (Courte suite exacte). Une courte suite exacte est une suite exacte de la
forme :

f g
0 0 A B C 0 0
Donc on a :

e Im0 = {0} =ker f, f est injective,

e Im f =kerg,

e Img=ker0=C, g est surjective.
1.3.3 Exemples. )
%3

0 Z Z—"7/32 ——0
[ ]
f 9
0 —— Z/3Z —— 7/3Z.® Z/5Z Z./57 0

ol f:m+— (m,0) et g: (m,n) — 7.
1.3.4 Notation. Posons :
U: Top,, — Top,q
(X,0) — (X,A).
1.3.5 Définition (Triade excissive). Soit X un espace topologique et A, B C X deux sous espaces
tels que AU B = X. On appelle alors (X; A, B) une triade excissive.

1.3.6 Définition (Théorie d’homologie, théorie d’homologie ordinaire). Soit une famille d’in-
variants homotopiques {E,, : Top,, — Ab},cn et une famille de transformations naturelles
{On : By — Ep_10U}lpen, ie. Vf: (X, A) — (Y, B),Vn € N :

E, (X, A) O En—l(A’ @)
Enfl lEn—lﬂA
E.(Y,B) E,_1(B,0)

n

Ces éléments forment une théorie d’homologie sur Top,,; si les axiomes (H1), (H2), (H3), (H4)
ci-dessous sont satisfait. Cette théorie est ordinaire si 'axiome (H5) est aussi satisfait.

Prof. K. HESS-BELLWALD 13



1.3. LES AXIOMES D’EILENBERG - STEENROD

1.3.7 Axiomes (Eilenberg - Steenrod). (H1) Exactitude : V(X, A) € Obj Top,,, la suite sui-
vante est exacte :

i Enj
E,(A,0) En(X,0) En(X,A)
N /,)
Enfl(A, @) i Enfl(X7 (Z))
n—1

oti: A= Xetj:0— A
(H2) Excision : Soit (X; A, B) une triade excissive. Alors l'inclusion (4,A N B) — (X, B)
induit un isomorphisme
E.(A,ANB) = E,(X,B).

(H3) Additivité : Pour toute collection d’objets disjoints {(X;, A;)}icg € ObjTop,,, les in-
clusions

a; (X, A4) < [ [T X5 ] 45

Jj€EJ j€d

induisent un isomorphisme

PE.x;.4) = E|\]]x.]14

JEd Jj€d Jj€d

Do Y Enlog)(e).

JjEJ j€d

(H4) Invariance : Si f: (X, A) — (Y, B) est une équivalence faible, alors E,, f : E, (X, A) —
E, (Y, B) est un isomorphisme.
(H5) Dimension : 3G € Obj Ab tel que V({z},0) € Obj Top,

sin=0

1.3.8 Notations. On peut noter une théorie d’homologie de la maniere suivante :
{E, : Top,,, — Ab} = E..
Par abus de notation : E,(X,0) = E,(X) = E, X.

1.3.9 Théoréme. Pour tout groupe abélien G, il existe une unique théorie d’homologie ordinaire
qui vérifie ’axiome de dimension pour G.

Démonstration. A venir... O
Etant donné ce théoreme, on peut introduire :

1.3.10 Notation. On note 'unique théorie d’homologie qui vérifie ’axiome de dimension pour G
de la maniére suivante :

{H,(—;G) : Top,y — Ab}, .y = Hi(—G).

Prof. K. HESS-BELLWALD 14



CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE A L’HOMOLOGIE

1.4 Conséquences des axiomes d’Eilenberg - Steenrod

Comment faire des calculs a partir des axiomes ?
Soit F, une théorie d’homologie.

1.4.1 Théoréme (Mayer - Vietoris). Soit (X; A, B) une triade excissive. La suite suivante est
exacte :

E.(ANB) i E,(A) ® E,(B) _On E,(X)
_ 5 _
E,_1(ANB) e

ou :

e Y,(e) = (Eyi(e),Enjle)) aveci: ANB < Aet j: ANB < B,
e ¢,(a,b) = E k(a) — E,l(b) aveck: A— X etl: B— X,

e J, est obtenu par composition :

Bo(X,0) 2" B (X, B) = E(A, AN B)

T o

E,_1(ANB)

Pour rappel, E, (X, B) 2 E, (A, AN B) est obtenu par 'axiome d’excision.

“Lorsque j’ai pour la premiére fois vu ce théoréme, je faisais mon doctorat au MIT. Et quand
je lai lu, j’ai pensé a Beethoven! [Il est bon de préciser que notre professeur faisait partie du coeur
du MIT] Il est vraiment GENIAL !”

Prof. K. HESS-BELLWALD
Le 04/10/2012

1.5 Application du théoréeme de Mayer - Vietoris

Soit G un groupe abélien. Considérons la théorie d’homologie ordinaire H,(—;G).

1.5.1 Suspensions
1.5.1 Rappel. Soit (X,7) un espace topologique. La suspension de (X, T) est I'espace
X = X x I/ [(2,0) ~ (/,0), (z,1) ~ (&/,1)]

Posons A = X x [0,1[/(z,0) ~ (2/,0) et B = Xx]0,1]/(x,1) ~ (2/,1). On a que (XX; A, B)
forme une triade excissive. En effet, A et B sont ouverts dans X et AUB = X X. De plus, A et B
sont contractiles, donc A, B ~ {x}, et AN B = X x]0,1[~ X. Par le théoreme de Mayer - Vietoris,
la suite

> Hn+1(X7G) E—— 7L+1(A;G)@Hn+1(B;G) Hn_._l(EX,G)

1)
m H,(B;G)

n

Prof. K. HESS-BELLWALD 15



1.5. APPLICATION DU THEOREME DE MAYER - VIETORIS

est exacte. Or H,(4;G) ® H,(B;G) = 0,Vn > 0 par 'axiome (H5). Ainsi, on a :
e n>0: Ona:
0 Hpor (BX:G) — s Hy(X:G) —— 0

et donc  est un isomorphisme.
e n=0: Ona:

0 Hi(EX: Q) —2 s Hy(X;G)

GoG

Hy(SX;G) —— 0

et donc 4 est au moins injective.

1.5.2 Spheres

On va voir que :

GG sim=n=0
H,(S™;G)=< G sim=n>0, oum>0,n=0
0 sinon

e me{0,1}: OnaqueS’={-1,1} ={-1}II{1}. Par axiome (H3), on a que :

GG sin=0
0 sinon

Ho(8% G) = Ho({-1}: G) @ Ho({1}:G) — {

Pour rappel, ©S™ =2 S™*1. Ainsi, par notre analyse des suspensions
H, 1 (S™G) 2 Hy o (3S™ G) =2 H,(S™;G),  Vn > 0.
Dongc, il suffira de montrer que

Ho(S'G) = { G sine {0,1} .
0 sinon

pour conclure que H,(S";G) = H1(SY;G) 2 G,¥Vn > 0 et H,11(S";G) & Hi11x(SHG) =
0,Vk > 0. Par ailleurs, si 'on sait que H,(S™;G) = 0 si n # 0, le théoreme de Mayer -
Vietoris nous dira que Vn > 0 :

~

0 —— Hyu1(S™G) ——— H,(S™G) —— 0

et on pourra conclure que H,+1(S™;G) = 0 si n # m.

Considérons le cas S!. Posons N = (0,1),E = (1,0),S = (0,—1),W = (=1,0) et A =
S\ {N},B = S'\ {S}. On consideére que S° = {E,W}. Alors A et B sont contractiles,
ANB=S'"\{N,S} ~S° Par le théoréeme de Mayer - Vietoris :

Hi(S;G)
</5/>
H (8% G) —22 s Hy(4:G) & Ho(B:G) — Ho(S':G) —— 0

0 —— Hy

Prof. K. HESS-BELLWALD 16



CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE A L’HOMOLOGIE

ol ¢y est induit par A “x8p Or, Ho(S%; G) = Ho(A;G) @ Ho(B;G) = G & G. Puis :

Yo = Ho(ia;G)D Ho(ip; G)
= Yo(91,92) = Hol(ia;G)(g1,92) © Ho(ip; G)(91,92)

On a les rétractions :

e Y g

De plus, 7 et 1’ sont des équivalences d’homotopies. Ainsi, on peut conclure que Hy(ia; G) (g1, g2) =
g1 + g2. De la méme maniere : Hy(ig; G)(g1,92) = g1 + g2 Donc :

Yo(g1,92) = (91 + 92,91 + g2)
=  kery={(9,—9)|geG}=G.

Or Im § = ker g et 4 est injective. Donc H;(S'; G) = G. Ainsi, la suite suivante est exacte :

0 G Goc—"gaog—2 Ho(S'; G) —— 0

Donc ker ¢g = G ce qui implique par premier théoréme d’isomorphisme que (G G)/ ker ¢y =
Ho(Sl; G)
e m > 1: Parle théoreme de Mayer - Vietoris, on a :

HI(SW;G)
</5/)
Ho(S™1:G) —2% s Hy(4 G) @ Ho(B: G) —— H(S™; G) —— 0

0 )

Par un argument semblable au cas ot m = 1, on a que g est injective et que Hy(S™;G) =0

~

ce qui entraine que Hy(S™;G) = G.

1.6 Démonstration du théoreme de Mayer - Vietoris

Soit E, une théorie d’homologie (pas nécessairement ordinaire).

1.6.1 Proposition. Soient B C A C X. Alors la suite

E.i E.j

E.(A,B)

1)
(/Emﬂ/
En_1(A, B)

n—1

Prof. K. HESS-BELLWALD 17
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est exacte, ot i: A= X,j:B— A U:0) < Bet

(X, A) On E, 1A
X l B,
E,_1(A,B)

Démonstration. Allons chasser dans le diagramme suivant :

E,.j E,UAB 0AB En_1j
EB—.p A E, (A, B) B, B Y
lEni lEz .
Ealioj) v EUXP B Ep1(ioj
E,B ( )EnX E,n (X, B) g, p Tliod)
Eonj | 0 Eu1j
J Eyi E,uX4 XA E,_qi
En A EnX E, (X, A) En_ 1A
\ EnfluAB
5
En_1(A,B)
Py
ImFE,j =keré : Montrons que Im E,,j C kerd. On a :

doE,j =

par Uaziome (H1).

E,_UAB o (97)1“‘ oE,j

= E, U oE, j oar)fB

0

E, 1A
En_1i
E, 11X

Montrons maintenant linclusion inverse : Im E,,j D ker §. Soit a € ker§. Alors!

E, UAP 0 9X4(a) =0

—  9X%a) eker B, ,UAP =ImE,_,j

=

Par ailleurs :

Im X4 =

b€ E,_1B tel que E,,—1j(b) =

- ker B, _1i
— 0 = FE, 1i09X%a)
= E,_1i0FE, 1j(b)
= Ep-1(ioj)(b).

on A (a).

Prof. K. HESS-BELLWALD
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CHAPITRE 1. UNE INTRODUCTION AXIOMATIQUE A L’HOMOLOGIE

Ainsi, b € ker E,,_1(i 0 j) = Im9;*B. Donc 3c € E, (X, B) tel que ;X (c) = b. Puis :

95 M a — Enj(c)) a5 Ha) — oy o Enj(e)

5 Ma) — En1jo 0y (o)

0

a—E,j(c) € ker 954 = Im E,UX* = Im E,,j o E,UXP
3d € E, X tel que a — E,j(c) = E,j o BE,UXP(d)

a= E,j(c+ E,UYP(d))

acImFE,j.

I T

Imé =ker E,,_1i : Montrons que Im§ C ker E,,_1i. On a :

E,_1i08 = En_jioE,_UAP0dX4
= En—luXB oFE, 110 87)L(A

= 0

par Uaxiome (H1).
Montrons maintenant l'inclusion inverse : Im§j O ker E,,_1i.

O

1.6.2 Proposition. Soit (X; A, B) une triade excissive. Alors ’homomorphisme FE,, (4, AN B) @
E,(B,ANB) — E,(X, AN B) induit par les inclusions A < X et B — X est un isomorphisme.

Démonstration. On sait gque AN B C A C X et que ANB C B C X. Donc par la proposition
précédente :

E,(A, AN B) E,(B,ANB)
\ /
= E,(X,ANnB) =
/ \
E.(X,B) E,(X,A)

Ainsi, on obtient une suite scindée :

— T —
E.(A, AN B) En(X,AN B) E,.(B,ANB)
-~ -~ _—

Par Uezercice 2 de 1€ série 3 on a E,(A,ANB)® E,(B,ANB) = E,(X,ANB). O
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Démonstration : Théoreme de Mayer - Vietoris, grandes idées. Considérons le diagramme suivant :

\ \ g\ —
E,(X,B) - En(A, AN B)
%V/”E\\gux \\\\\ ‘//// \E%\\
(AN B) En(X, AN B) Ep_1(AN B)
Eh\\ E//ﬁuX ////

En(X, A) (B,AN

.
/ 7 \6/

avec 0, = 60 B o E,UXE et —6,, = §oao E,UXA. Quelques arguments d’exactitude :
Imv, Ckerg, : On a que :

bnot, = (Enk— Eyl)o (Eyi, Eyj)
— Bu(koi)- Bu(lo))
0

Im ¢, C kerd,, : Soit (a,b) € E,A® E,B. Alors ¢,(a,b) = E,k(a) — E,l(b) € E,X. Or:

opo Epnk = —((5oaoEnuXA)oEn]<;
= —doao (B, U0 E,k)
0.

De la méme maniére 6, o E,l = 0. Donc § o (E,k(a) — E,l(b)) = 0 ce qui implique que
Im¢, C kerd,.

Imé, Ckerp,_1 : On a que 6, =60 Bo E,UXE et donc Imé,, C Im§. Or Imé = ker E,,_1i.
Donc E,_1i06 = 0 ce qui implique que E, 100, = 0. De méme : E,_1jod, = 0. Par

conséquent :
wn o 677. - (Enfli o 5n; Enflj o 571)
0.
Le reste de la preuve est laissé en mazxi-exercice... ]
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Chapitre 2

H-espaces et co-f-espaces

Le but est de caractériser les espaces (X,x0),(Y,y0) € Top, tels que [(X,z0),(Z,20)]« et
[(W,wy), (Y, yo)]« admettent des structures de groupe naturelles pour tout (W, wy), (Z, z0) € Top,.
On obtient des invariants homotopiques [—, (Y, yo)]« et [(X, zo), —]« plus puissants.

2.1 H-espaces

2.1.1 Rappel. Un groupe consiste en un ensemble G est 3 applications
nw:GxG — G
c:G — G
n:{x} — G
telle que les diagrammes suivants commutent :
1. Associativité
o X IdG
GxGE@xG——>Gx(G
IdG X/Ll l,uf
I
GxG G

2. Elément neutre

Idg x x Id
ax {2 Taxa™"yxa

1

=
-
1

G
3. Elément inverse
Id Id
x G el x G 7 xCc x G
g Al |
n n
G (3} —— G — > {5} G

ou ¢ est 'unique application G — {x}.
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2.1. H-ESPACES

Soit (Y, y0) € Top, un espace tel que

[77 (K yO)]*
Top, Set

S

Grp

Ainsi, [—, (Y, yo)]« peut étre vu comme un foncteur vers Grp. On peut donc définir une structure
de groupe a homotopie pres sur Y comme suit :

1. Multiplication : [(Y XY, (y0,%0)), (Y, %0)]« est un groupe par hypothese. Puis, [proj;]«, [projs|« €
[(Y XY, (y0,v0)), (Y, 90)]« Donc [proj]« - [projs]« a un sens et est un élément du groupe. Par
conséquent, il existe une application basée p : (Y XY, (yo,y0)) — (Y, y0) (non nécessairement
unique) telle que :

(1]« = [proji]« - [projo)..
2. Element neutre : il existe une unique application 7 : ({*},*) — (Y, yo).

3. Inversion : [(Y, o), (Y, %0)]« est un groupe par hypothese et [Idy]. en est un élément. Donc
[[dy];! a un sens et est un élément du groupe. Donc il existe une application basée o :
(Y,y0) — (Y, 90) (non nécessairement unique) telle que :

[o]: = Mdy 7

2.1.2 Proposition. Avec les notations ci-dessus, les diagrammes suivants commutent & homotopie

pres :
1.
x Id
Y XY xY 2y xY
Idy xul lu
Y xY Y
2.
Idy x x 1d
Yx i) — Ay x vy Y ra vy
#|
o M =
3.
Idy Xo o X Idy
Y xY Y xY Y xY
#l AT lu
n
Y Xy Y Y
ou €y est 'unique application basée (Y, yo) — ({*},*).
Démonstration. A venir... O
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CHAPITRE 2. H-ESPACES ET CO-H-ESPACES

2.1.3 Définition (H-espace, H-espace associatif, H-groupe). Un espace basé (Y, yo) muni d’ap-
plications basées n : ({x},%) — (Y, yo) et p: (Y XY, (y0,%0)) — (Y, y0) telle n soit un élément
neutre pour u a homotopie pres est un H-espace. Si de plus p est associative a homotopie pres, alors
(Y,yo) est un H-espace associatif. Si on a de plus une application basée o : (Y,y0) — (Y, y0)
qui est un inverse pour p et n & homotopie pres, alors (Y, yg) est un H-groupe.

2.1.4 Notation. On note les H-espaces (Y, yo,7, ) et les H-groupes (Y, yo, 7, it, o).

2.1.5 Définition (H-morphisme). Soient (Y,yo,7n, 1) et (Y, yi, 7', 1t') deux H-espaces. Alors un
H-morphisme f : (Y,yo,n,p,0) — (Y, 9, 7,1/, 0') est une application continue basée f :
(Y,y0) — (Y, ;) telle que le diagramme suivant commute & homotopie pres :

X
YXYQY/XY/

oL,

Y Y’

Si (Y,yo0,m,1,0) et (Y, yi,n', 1/, 0") donc des H-groupes, alors f doit de plus faire commuter ce
diagramme & homotopie pres :

Yy —Y’

|, e

Yy —Y’

2.1.6 Lemme. Pour tout (X,zg) € ObjTop,, 1'élément neutre du groupe [(X,xo), (Y, y0)]. est
[moex]s otex : X — {x} et n: ({x},%) — (Y, v0)-
Démonstration. o L’ensemble [({*
la seule application basée de ({x
élément neutre [n]« = [0 o €q4y«-

o Par ailleurs, V(X,xo), Uapplication ex est basée et donc induit un homomorphisme :

5;( : [({*}7*)7 (Ya yO)]* — [(Xa l‘o), (Ya yO)]*
9, — lgoex].

},%), (Y, y0)]« est un groupe par hypothése sur (Y,yo). Or,
}o4) vers (Y, o) est n. Done [({x},%), (Y, o). admet pour

En particulier, €% préserve 1’élément neutre. Donc €% ([n]«) = [n o ex]. est I’élément neutre
de [(X7 xo)a (Ya ZJO)]* .
O
Démonstration de la proposition 1. Laissé en ezercice...

2. On doit montrer que po (n x Idy) ~, Idy ~ po (Idy xn). Autrement dit, on veut montrer
que [po (n x Idy)]« = [Idy]s = [po (Idy xn)]«. Or :

[o(nxlIdy)l. = (nxIdy)"([uls)
= (9 xIdy)"([proj;]« - [projs]+)
= (n xIdy)*([proj;]«) - (n x Idy)*([projs))

[proj; o(n x Idy )]« - [projy o(n x Idy )]«
= [noey].- [ldyl.
[Idy ..

On montre de la méme maniere 'autre égalité.
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3. On doit montrer que po (o X Idy) oA ~, noey ~, po (Idy xo)oA. Autrement dit, on veut
montrer que [po (0 x Idy) o Al, = [noey], = [po (Idy xo) 0o A].. Or:
[o(ox1Idy)e Al = (( ) o A)*([uls)
= ((o xIdy) o A)*([proj,]« - [projy]«)
(( ) o A)*([proj,]«) - (o x Idy) o A)*([proj,).)

Il
Q
*
i~

[oW
=
*

On montre de la méme maniere l’autre égalité.

2.1.7 Remarque. De maniere générale : Vf, g: U — V

/ v
/—\ TprOh
A I'xyg

U—UxU VxV
lpfojz
g \%4

2.1.8 Proposition. Si (Y, yo, i, 0,7) est un H-groupe, alors
[, (Y,90)]« : Top,, — Grp
est un foncteur.

Démonstration. Laissé en exercice... Indication : ¥V(X, xg) € ObjTop, on définit une multiplication
sur [(X7 1‘0), (Y7 yO)}* par - V[fh, [g}* € [(Xa ‘TO)a (Ya yo)]*

[fl - (9]« = [wo (f x g) o Al
O

2.1.9 Exemple. Soit (Z,zp) € ObjTop,. L’espace des lacets sur Z basés en z; est définit
par :
0., Z={reMap(I,Z) | A\(0) = A(1) =z}

muni de sa topologie de sous espace. Cet espace peut étre muni d’une structure de H-groupe :
e Elément neutre :

n:{x} — Q7
x> Cyy

ol ¢;, est le chemin constant en .
e Multiplication :

Wiy Z x Q2 — Q07
ANA) — Ax N

ou * est la concaténation.
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e Elément inverse :

0: 0,2 202
A

> 2

—
—

ol \ est le lacet \ parcourut dans le sens inverse.
On a vérifié les axiomes des H-groupes dans le cours de Topologie 2! La preuve que p et o sont des
applications continues est laissé en exercice. Donc (9, Z, 2o, 14, 0,1) est un H-groupe.

2.2 Co-H-espaces

On va dualiser tout ce que l'on vient de faire pour les H-espaces et les H-groupes. Supposons
que (X, zg) € Obj Top, soit tel qu’il existe une factorisation

(X, z0), —

\/

Top,

Donc :
e L’ensemble [(X, zo), (Y, yo)]« est muni d’une structure de groupe V(Y,yo) € Obj Top,,
e Pour toute application continue basée g : (Y, yg) — (Z, 20), on a une application induite

gx ¢ [(Xa xO)a(K yO)]* — [(Xa xO)a(Zv ZO)]*
[fl. — lgofl.

Ceci induit sur (X, zp) une structure de co-H-groupe.

2.2.1 Définition (Wedge). Soient (X, o), (Y,y0) € ObjTop,. Le wedge (ou bouquet) de ces
deux espaces est définit par I'espace :

(X7$0) v (Y7y0) = {(:c,y) € (X, o) x (Y7y0) | T =T ouy= yO}
basé en (xg,yo) et muni de sa topologie de sous espace.

2.2.2 Remarques. 1. Pour tout applications continues basées f : (X,z9) — (X', () et g :
(Y,yo) — (Y, 9(), il existe
f\/g (Xal’o)\/(YvyO) — (X/7x6)v(ylvy(,))
(@,y) — (f(2),9(y))

On a que
(X" 2p)V(Y' y5)
fVg=fxg |(X 103\/ Yyo)o

2. Pour tout espace basé (X, zg) € Obj Top,, on a I’application de pliage définie par :
Vi(X,z0)V(X,20) — (X,z0)

(x1,22) +— {

T2 Sil‘lzl‘o
xr1 sinon
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Si {xg} est fermé dans X, alors on peut montrer que V est continue (en appliquant le lemme
de recollement). De maniére analogue au fait que proj,; o(f1 X fa2) o A = f;,¥i € {1,2}, on a
que vflaf2 : (X71'0) — (Y;yO)

(X, o) V (X, 20) M% (Y,y0) V (Y, %0)

I

(Xa ‘TO) (Ya yO)
u(X,z0) — (X, 20) V (X, z0)
x — (z,20)

Lo (X, .130) — (X, 1‘0) \Y (X, .130)
x — (z0,2)

Donc Vo (f1 V fo) o, = fi,Vi € {1,2}.

Regardons maintenant la structure sur (X, o) induite par [(X, zg), —]« :
1. Co-multiplication : [(X,z0), (X, z¢) V (X, z0)]« est un groupe. Soit 9 : (X, z9) — (X, zo) V
(X, z) une application continue basée telle que

[¥)e = [ea)s - [e2]-.

2. Co-inversion : [(X,xzg), (X, zo)]« est un groupe. Soit 7 : (X, z0) — (X, x9) une application
continue basée telle que

[r]. = [ldx]".
3. Co-unité :ex : (X,z9) — ({x}, ).

2.2.3 Proposition. Avec le notations ci-dessus, les diagrammes suivants commutent & homotopie
pres :

1. Co-unité

2. Co-associativité :

X XvX

v 1d
1% Ty Vi lﬂf X
XVX—XVXVX
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3. Co-inversion :

Idx vt 7V Idx
XVvX XVvX XVvX

(0 \% (0
J(gx{*}”)l(n{*} J(

€X

2.2.4 Définition (Co-H-espace, co-H-espace associatif, co-H-groupe). Une famille (X, zg,ex, %)
qui vérifie la condition 1. est un co-H-espace. Si elle vérifie de plus la condition 2., alors c’est un
co-H-espace associatif. Une famille (X, zo,ex,%,7) qui vérifie les conditions 1., 2. et 3. est un
co-H-groupe.

2.2.5 Lemme. Soit (X, xz,ex,%) un co-H-espace et (Y,yo) € ObjTop,. Alors I’élément neutre
du groupe [(X, z0), (Y, yo)] est donné par [ny oex]. oliex : X — {x} et ouny : {x} — Y.

Démonstration. e Posons (Y,yo) = ({x},*). Alors il existe une unique application (X,xo) —

(Y,90) qui est donné par ex. Donc [(X, o), (Y,y0)] = {[ex]«} = {[nyoex]«} carngg = Idg,,.

e Soit (Y,yo) € ObjTop,. Alors ny est une application basée et donc induite un homomor-
phisme

(v )« [(X; 20), ({#},0)] — [(X,20), (Y 50)]
[ex]. — [y oex]w
Donc, comme [ex]. est l’élément neutre de [(X,xo), ({*}, *)], on a que [ny oex].« est I’élément

neutre de [(X, zo), (Y, yo)].
O

Démonstration de la proposition 2:2.3] 1. On doit vérifier que (e xVIdx)oy ~, Idx ~, (Idx Vex)o
Y. On a :

[(ex VIdx)o ¢l = (ex VIdx).«([¥]s)

(ex VIdx)«(fea]s - [2]s)

(ex VIdx)«([ta]s) - (ex VIdx)u([ta)s)
0] -

= [(ex VIdx)ot]s - [(ex VIdx) o to]s
= [ny oex]« - [Idx]«
~ [ldyl..

On montre de la méme maniére que [Idx]« = [(Idx Vex) o ¢]..
2. Exercice...
3. Ezercice...

O

2.2.6 Proposition. Si (X, x,¢,1,7) est un co-H-groupe, alors le foncteur [(X, zg), —]« prend son
image dans Grp.

Démonstration, grandes idées. On définit la multiplication sur [(X,zo), (Y,y0)] par :
[l - Mgl = [V o (fVg) ol
Linverse d’un élément [f]. est définit par :

[flot =1f o
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2.2.7 Exemple. La suspension réduite d’un espace basé (Z,z,) € ObjTop, est définit par
I’espace

$..Z2 =27 x1][(2,0) ~ (20,t) ~ (2, 1)]
basé en [X x {0}] = [{z0} x I] =[X x {1}]. Le smash de z € Z et t € I est la classe de (z,t) dans

Y. Z que 'on note z At .
“Pour les suspensions, je vous laisse en suspend pendant la pause... blague terrible...”

Prof. K. HESS-BELLWALD
Le 01/11/2012

2.2.8 Exercices. 1. Montrer que 3oS™ = S"*1.

2. Posons :
VY2 — S,ZVYE.Z
(z A 2t,zN0) site|0,1/2]
AL {(z/\O,z/\(2t—1)) sinon ’
T:Y,0Z — X,.74
2Nt — zA(1—1).

Alors (X,,7, 290N0, €,1), T) est un co- H-groupe. En particulier, S™ est un co-H-groupe sin > 1.

2.3 Le cas abélien

2.3.1 Lemme (Eckmann - Hilton). Soit G un ensemble muni de deux opérations binaires

w:GxG — G
(a,b) +— a®b,

v:GxG — G
(a,b) — a-b

qui admettent un élément neutre commun e € G. Si
(a@b)-(coOd)=(a-c)O® (b-d), Ya,b,c,d € G,
alors :
1. Les deux opérations sont égales : a®@b=a-b, Va,beQq,
2. Les deux opérations sont commutatives,

3. Les deux opérations sont associatives.

On peut se représenter la relation avec un diagramme :

Cl
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Démonstration. 1. Considérons la configuration
a e
e bl

(a@e)-(e@b)=(a-e)O(e-b) < aG®b=ua-b, Va,b € G.

On a que :
2. Considérons la configuration

On a que :

3. Considérons la configuration

On a que :
(a@b)-(e@c)=(a®b)-c=(a@b)®c=(a-b)-c
= (a-e)0b-c)=a®(b-c)=a®@(bcc)=a-(b-c).
O

2.3.2 Proposition. Si (X, zg,e,1,7) est un co-H-groupe et si (Y,yo,7, 1, 0) est un H-groupe,
alors les deux structures de groupes sur [(X, o), (Y, y0)] sont les mémes et le groupe est abélien.

Démonstration. On sait que [ny o ex]. est ’élément neutre de u et 1p. Posons

fleolgs = [Vo(fVyg)odl,
[fl.-lgls = [po(f xg)oAl.
Soient f,g,h, k: (X, 29) — (Y,y0). Alors :

([l ©lgl) - ([Ms @ [k]s) = [Vo(fVg)orhls-[Vo(hVEk)oil
[po((Vo(fVg)o)x (Vo(hVEk)or)) oAl

(L [h]) © (gl - [Kls) = [uo(f xh)o AL ©uo(gxk)oAl
[Vo((uo(fxh)oA)V (uo(gxk)ol)) o],

On a alors le diagramme suivant :

A Y X (é(\)/g)x(th’

X XxX — (XVX)x(XV (Y)\/Y)X(Y\/Y)
(0 V x V
XVvX Y xY
AV A
(X x X)V (X x X) 1
(f xh)V (g9 x k)
Vo v
(Y xY)V (Y xY) Y VY Y
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Il vient que ce diagramme commute (exactement). Donc les deux applications sont les mémes, sont
associatives et commutatives. O

2.3.3 Lemme. Soient (X, ), (Y,y0) € ObjTop,. Alors :
SX,Y], & [X,QY],.

Démonstration. Définissons

a: [EXY], — [X,QY].
[, — [
i x — Qv
x — i),
fix): I — Y
t — f(zAt).

On a que :
o f%(z) est continue car elle est donnée par :

q f
T ——{a}x1I X Y

o fH(x) est bien un lacet basé car f*(x)(0) = f(z A0) = yo, car x A0 est le point de base de
DX, et fH(z)(1) = f(z A1) = yo.
e « est bien définie car si [ ~, f', alors f* ~, (f)* puisque si H : X x I — Y est une
homotopie basée de f vers f’, alors
H: X xI — QY
(z,t) — H((xA=),t): I —Y
est une homotopie basée de f* vers (f)F.
o f¥ est continue. On utilise le fait que QY est muni de la topologie de sous espace induite par

la topologie compact-ouvert de Map(I,Y).
e « est un homomorphisme car V[f].,[g]« € [EX,Y]. on a que :

a([flelgle) = a([Ve(fVyg)odl.)
= [(Vo(fvg)ouw)],,

o([f]) - allgh) = [fF) o]
= [Mo(fﬁxgu)oA]*.

Or :
(Vo(fVgloy): X — QY
(Vo(fvg)op)i(a):I — Y
t — (Vo(fVvg)oy)(zAt)

_ Vo (fVg)(xA2t,x) sitel0,1/2]
n {Vo(f\/g)(*,x/\(%—l)) sit€]1/2,0]
_ V(f(xz A2t),x*) site0,1/2]
B {V(*,g(x/\(%—l))) sit €]1/2,0]
_ Iz A2t) site[0,1/2]
n {g(x/\(Qtl)) sit€]1/2,0]
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et
po(ffxghoA: X —QY,
t s gt
Xi»Xfo T, v x v )%
@ (z,2) > (f*(2), g*(2)) > f*(2) x g*(x)
fi(x)(2t) sit€0,1/2]
(F@)x g @) = {gﬁ(x)(zt_l) site]l/2,0]

B { flzA2t) site0,1/2]
N glz A (2t —1)) sit€]1/2,0]

Donc (Vo (fVg)o)t =po(ftxgh) oA ce qui implique que o est bien un homomorphisme.
e « admet un inverse

B:[X,QY], — [EX,Y].
9], — [gbL,
X — Y
x At — g(z)(t).

2.3.4 Corollaire. Le groupe d’homotopie 7, (Y, yo) est abélien Vn > 2.

Démonstration. On a que

[(Snv 0)7 (Y, yO)]*
[200S™ 2, (Y, y0)]s
[20S" 2, 0y, V..

Tn (Ya yO)

IR

1

Or, $oS" ™2 est un co-H-groupe et QY est un H-groupe. Donc [(S™,0), (Y, yo)]« est abélien. [
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Chapitre 3

Suites exactes de Puppe

Le but de ce chapitre est de démontrer I'existence d’une longue suite exacte de groupes d’ho-
motopie dont découlera I'axiome d’exactitude de notre théorie d’homologie.

3.1 Le cas absolu

3.1.1 Définition (Céne réduit sur un espace basé). Le cone réduit est un foncteur

C:Top, — Top,
(X,z9) — C(X,x0) =X xI/[(z,1) ~ (x0,1t)]
((X, o) (Y, 9o ) — (C(X7 z0) L oy, yo))
C(X,z0) — C(Y,y0)
[(z, )] — [(f(z),1)]
ou C(X, z) est basé en [(z,0)].
3.1.2 Notations. Dans le cone réduit, on note les classes d’équivalences comme suit : [z, t] = [(z, t)].

Pour alléger les notations, on note CX = C(X, zy).
3.1.3 Remarque. Soit (X, z() € Obj Top,. Alors il existe un morphisme
X - (X, 1‘0) — CX
x +— [z,0].

3.1.4 Définition (Cone réduit d’une application basée). Soit f : (X,z9) — (Y, yo). On définit
coéne réduit de f (aussi appelé le mapping cone) comme étant le pushout :

X f Y
ST
CcX cf

ou

Cf =CX Y/ [l2,0] ~ f()].
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On a donc :

L’espace

3.1.5 Définition (Suite exacte d’ensembles). Une suite

(A, a0) (B,bo) —2— (C, o)

est exacte si g7 ({co}) = Im f.

3.1.6 Théoréme. On a que
Cif >~ Y X.

Ce théoréme est important pour démontrer

3.1.7 Théoréme. Pour toute application basée f : (X, z9) — (Y, y0), on a une suite d’applications
basées

x—J Ly

qui induit pour tout espace (W, wg) € Obj Top, une suite exacte

* * *

’s f*

[Cf, W], Y, W], (X, W],

3.1.8 Remarque. Le dernier niveau représente une suite exacte d’ensembles, I’avant dernier niveau
représente une suite exacte de groupes et les niveaux précédents représentent une suite exactes de
groupes abéliens.

3.1.9 Lemme. Soit yop € Y/ C Y ou (Y,yo),(Y',y0) € ObjTop,. S’il existe une homotopie
H:Y x I —Y telle que Y’ soit contractile dans Y, i.e. telle que
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1. Hy,0) =y, Yyevy,

2. Hy',t)eY' WYy eY' Vtel,
3. Hy',1)=yo Yy €Y',

4. H(yo,t) =yo Vtel,

alors I'application quotient ¢ : Y — Y/Y” est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Il faut montrer que s : Y/Y' — Y telle que
soq~, Idy et qos = Idy/y:.

Observer que H(—,1) : Y — Y envoie tout élément de Y' sur yo. Par conséquent, il existe une
unique application continue s : Y/Y' — Y telle que le diagramme suivant commute :

H(fv]-)
Y Y
ql /
Y/Y!

Done soq = H(—,1). Par définition de s, on a que H est une homotopie basée de Idy vers sogq.
Pour trouver une homotopie de q o s vers Idy,y, considérons

Y x I e
qXIdll /
Y)Y x I

Puisque goH(y',t) = [yo], Vy' € Y',Vt € I, il existe une unique homotopie H' : Y/Y'xI — Y/Y’
telle que H' o (¢ x Idy) = qo H. Par ailleurs, on a que

H'([y),0) = [H(y,0)] = [y],
H([yl,1) = [H(y.1)]=qos(y),
H'([yol,t) = [H(yo,t)] = [yo]
On a donc un homotopie basée de Idy /vy vers qo s. [

3.1.10 Lemme. Soit

ig: X — X xI
x +— (z,0).

Alors tout application basée h : Cig — Y s’étend en une application H : CX x I — Y, i.e.on a:

Cig

i[5

CX x1

Y

avec Hoj =h.
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Démonstration. Définissons

H:CXxI — Y

h(lz, 1= (1 = s)(L+1)])  si (1—s)(
([z,s],t) +— { h(x, (1 —s)(1+t)—1) st (1 —s)(
) =

C’est bien définit car si (1 —s)(1+1t) =1, alors 1 — (1 —s)(1+t) =0=(1—s)(1+¢t)—1 et
h([z,0]) = h(z,0) car [x,0] et (x,0) sont dans les mémes classes d’équivalence dans Cig. Enfin,
Hoj(z,t) = H(z,0],t) = h(z,t),
Hoj(z,s]) = H([z,s],0) = h([z, s]).
O

3.1.11 Lemme. Soit (X, zg) € Top, et A C X fermé. Soit f : A — Y une application continue.
Considérons le pushout :

f

Y

><<—)>“

|
—— XILY

ol
X[[y = (XHY) Jla~ f(a).
A
Alors l'application induite X/A — (X [[,Y) /Y est un homéomorphisme.
Démonstration. Voire ’exercice 3 de la série 23 du cours de Topologie 2.

/

X XY — (XL Y)Y

d
Thoméom.

X/A

Démonstration du théoréme B.1.61 Analysons d’abord Cis : on a

Y Cf
Ly { r iif
Ji
cy —L ., cij

o

Q
3
[

(evTIcs) /Mw.0 ~ i)
(eY TIY ITCX) /1y 0] ~ v w,0] ~ f(a)
(ev TICX) /M, 0] ~ [f(x),0]].

I
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Voici l'idée de la prewve : on a que CY ~, {*}, méme dans Ciy. Donc
Ciy~, Cig/CY 2 CX/[[z,0] ~ [2/,0] = TX.
e Soit G I’homotopie contractante donnée par

G:CY xI — CY
(ly:s),t) — [y, 1= (1 =s)(1=1)].

Observer que :

G(ly,sl,0) = [y
G([y75]71) = [yv 1]
G(lyo.sl,t) = [yo,1—(1—s)(1—1)].

Définissons h' : X x I — C'iy par :

x Id vy x Id Ji
A X G ey !

X X

Ciy
(z,t) ——— (f(2),t) —— ([f(2), 0], 8) —— [f(2), 1] —— [[f (=), ]]

et soit b : CX — Cliy définie par :

q

CX —— CX[[CY Ciy
[z, 5] — [z, 5] ——> [[z, 5]

Alors le diagramme suivant commute

X X x1I
o
ox — M i
b oig(x) = A (x,0)=[[f(x),0]
h'oux(z) = h'([z,0]) = [[z,0]] = [[f(2),0]].

— Ainsi, il existe une unique application h : Cig — Ciy telle que le diagramme suivant com-

mute :
e xh"

_ Cig Ciy
cX B '
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Par le lemme|5.1.10, on sait que IH : CX x I — Ciy une homotopie telle que le diagramms
sutvant commute :

Cig — ", i,
I%
CX x1I

A partir de G et de H, on va construire une homotopie K sur Ciy contractant CY (suivant

les conditions du lemme .

— Définissons K par :
K:CiyxI — Ciy
H([z,8],t) sizeX
([[Z,SH at) — { G([z75],t) stzeY

On vérifie que c’est bien défini en utilisant la propriété universelle de ’espace quotient :

HI[G

cxlicy

|
_-- 3l
Ciy

Ciy

-
-

Il vient que K satisfait les hypothéses du lemme[3.1.9. Donc on sait que ’application quotient
Ciy — Ciy/CY est une équivalence d’homotopie. Par le lemme|3.1.11], les deux diagrammes
sutvants commutent :

Y Cf cf/Y
S
cy Ciy Ci;/CY
X / Y
I
Ccx Cf
|
CX/X 22X Ccf)y

Donc
Ciy~, Ciy/JCY =2 Cf/Y =2 (CX/X =3¥X.

Maintenant on peut démontrer :

Prof. K. HESS-BELLWALD 38



CHAPITRE 3. SUITES EXACTES DE PUPPE

3.1.12 Lemme. Soit (X,x0), (Y,y0), (W,wy) € ObjTop, et f : (X,z0) — (Y,yo). La suite
suivante est exacte (pour les ensembles pointés) :

crw), — vy, L o,

Démonstration. Remarquons que if o f ~. Clz.0], OU Clz0) €8t le chemin constant en [x¢,0], le
point de base de Cf.

o Soit [g].« € [Cf, W].. Alors f* oi3([g]s) = f*([gois]s) = [g0is o fl« = [g 0 Clag,0l« = [Cuols-
e Soit [h]. € [Y, W], telle que f*([h]«) = [ho fli = [Cwolx- Alors ¢y >~ ho f. Donc il existe
une homotopie H : X x I — W telle que
H(z,0) =ho f(x), H(z,1) = wp, Vo e X.

On a que le diagramme suivant commute :

H
XxI——W

avec H([z,1]) = H(z,t). En effet,
H(z,1) =wo = H(z',1) = H(xo,1), Vo,2' € X, vt € I.

On a donc que le diagramme suivant commute :

f
X Y
LXI . lh
H
CX w

X\

e
f
o

En particulier, goiy = h, ce qui implique que

[h]. = [g 0 if] = i3([g)s)-
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Démonstration du théoréme B.1.7l Pour obtenir l’ezactitude de la longue suite, observer que tout
couple de fleches consécutives dans la suite

x—1 .y Y g

peut étre vu & homotopie prés comme étant de la forme

A—2 B Ca

par le théoréme|3.1.0. O

3.1.13 Remarque. La suite d’applications du théoreme [3.1.7] est 'une des deux suites de Dold -
Puppe . L’autre se trouve sur la série 8.

3.2 Le cas relatif

La construction de paragraphe précédent de généralise facilement pour mener au résultat sui-
vant :

3.2.1 Théoreme. Soit (X, A,x0), (Y, B,y0) € ObjTop,, et soit f : (X, A, z0) — (Y, B,yo). 11
existe une suite d’applications continues de couples basés

x4 — . (v.B) (CF.CF1B)

(SEX, T2 A)

(SXY,SEB)

(ZECS,ZECSR)
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telle que V(Z, C, z9) € Obj Top,, la suite induite soit exacte :

[(ZECf,2Cf%),(2,0)], » (SEY,TEB), (2,0)], » [(S£X,T8A), (2,0)],

[(BCF,5Cf1%).(2,0)], — [(ZY,2B),(Z,0)], — [(ZX,%4),(Z,0)],

f*

[(CF.CfI5).(2,0)], (Y, B),(Z,C)], (X, 4),(Z,0)],
3.2.2 Lemme. Soit (X, A4, x¢) € Obj Top,,,. Alors :
L (8™ {20}), (X, A)]x = m (X, 20),
2. [(S™,S™), (X, A)]« 2 7n(A4, x0).
Démonstration. 1. On a une bijection
Toprel*((Sna {ZO}7 ZO)) (Xa Av .130)) — TOp*((Sn, ZO)) (Xa xo))
compatible avec les homotopies basées et dont on déduit l’isomorphisme.
2. On a une bijection
TOprel*((Sn, Snv ZO)» (Xv A7 xO)) A Top*((Sn, ZO)? (A’ ‘TO))
compatible avec les homotopies basées et dont on déduit l’isomorphisme.
O

3.2.3 Exemple (Important). Considérons j : (0I,{0},0) < (9I,01,0). En général, le cone C'Idx
se calcule comme suit :

Idx
X X
CX X[y CX

o x[[ex =x[]CX/ [~ [2,0] = CX.
X

En particulier, on a que Cj = COI = I xI/[(0,t) ~ (1,1)] = I. Puis, en général, si k est I'inclusion
du point de base k : {zo} — X, alors le cone Ck se calcule comme suit :

k

{vo}p) —— X

L{wo} [ l_ [

C{zo} XH{mO} C{zo}
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Or, X [, C{zo} = X. Donc C’j|%} = 01. Ainsi, il existe une suite de couples basés :

aI,{0}) . (0I,01) ——— (I,0I)

(201, %{0}) (201,59I) —— (31, %0I)

Or, il vient que

ol =2 st
{0}y = {0}
¥ = prtt
("1, 5"9I) = (D™, S™) en tant que couple.

La suite est donc homéomorphe espace par espace a la suite suivante :
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Soit (X, A, z9) € Obj Top,.,,. Appliquons maintenant [—, (X, A)]. & cette suite :

X, A

m1 (X, A) m A mX
7T0(X,A) 7TOA ’/T()X

ot m,(X,A4) = [(D"T1,S"), (X, A)].. Cette suite nous donnera I'exactitude de I’homologie plus
tard...

3.2.4 Remarque. On peut montrer que m,(X, A) est un groupe si n > 2 et un groupe abélien si
n > 3. On a que 7 (X, A) n’est pas un groupe en général car D! = I n’est pas une suspension.
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Chapitre 4

Cofibrations et extensions
d’homotopies

4.1 Définition, caractérisation et exemples
Le but de ce chapitre est d’étudier des applications basées qui se ” comportent homotopiquement”
comme ty : X — CX ou comme iy : Y — Cf ou f: (X,z9) — (Y, yo). Référence : [Piccinini,

§2.3 - 2.4].

4.1.1 Rappel. On a:

X X x 1
wf T
Vh
CX Cliy Y
[
CX x1

Un ”"bon comportement homotopique” serait de permettre une extension d’homotopie. Pour
explique une restriction sur les couples étudiés :

4.1.2 Lemme. Si A est un sous espace fermé de X, alors le pushout de I'inclusion A — X et de
ip : A = A x I est la réunion (X x {0}) U (A x I).

Démonstration. On définit le diagramme commutatif suivant :

19

Ac AxI
f z — (z,0) l
X (X x{0}hU(Ax1I)
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Vérifions la propriété universelle :

L L (X x {0 U(AxT)
TS 37H

f

Définissons H par H(z,0) = f(z),H(a,t) = H(a,t). C’est bien définit car H oi = f o j, donc
H(a,0) = f(a),Ya € A. La continuité de H et due au lemme de recollement (car A est fermé).
Lounicité de H provient de fait que (X x {0}) U (A x I) =Imj UIm3i. O
4.1.3 Définition (Propriété d’extension d’homotopie). Soit (X, A) un couple d’espace ou A est
fermé dans X. Alors le couple vérifie la propriété d’extension d’homotopie (abrégée PEH) si
Vh: (X x {0}) U (A x I) — Y, il existe une extension H : X x I — Y i.e. le diagramme suivant
commute :

(X x {0HUAxT) —y

k| =
X x1I

4.1.4 Définition (Cofibration). Une application continue j : A — X est une cofibration si :
— j est un plongement i.e. /™7 est un homéomorphisme,
— Im j est fermé dans X,
— le couple (X,Im j) vérifie la PEH.

Souvent, on va abuser un peu de cette notion et supposer que tout cofibration est une inclusion
d’un sous espace fermé...

4.1.5 Notation. Si j: A — X est une cofibration, on note j : A — X.
4.1.6 Exemple. Pour tout (X,zg) € ObjTop,, l'application tx : X < CX est une cofibration

(par le lemme [3.1.10)).
4.1.7 Rappel. L’application & : (CX x {0}) U (tx(X) x I) — CX x I admet une rétraction.

De manieére analogue :

4.1.8 Proposition (Caractérisation des cofibrations). Soit A un sous espace fermé de X. Alors
I'inclusion j : A < X est une cofibration (i.e. le couple (X, A) vérifie la PEH) si et seulement si
il existe une rétraction de k : (X x {0}) U (A x I) < X x I i.e. une application r : X x I —
(X x {0}) U (A x I) telle que ro k = Id(XX{O})U(AXI)'

Démonstration. = On applique la PEH au diagramme
Id(x x{oy)uaxn)
(X x{0H)U(AxI) (X x{0hHu(AxI)
Ir
X xI
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< Ona:

(X x {0}) U (A xI) Y

car (hor)ok =h.
O

4.1.9 Exemple (Trés important pour la suite). L’inclusion S < D! est une cofibration (cf
série 9).
“Ici, la rétraction consiste a enfoncer son doigt dans un cylindre en pate a modeler!”

Prof. K. HESS-BELLWALD
Le 22/11/2012

4.1.10 Remarques. Les cofibrations sont préservées sous certaines constructions topologiques,
comme le pushout :

A f Y
it
X X[,V

4.2 Propriétés
Résultat analogue au lemme [3.1.9]:

4.2.1 Proposition. Si j: A — X est une cofibration et si A est contractile (pas forcément dans
X), alors 'application quotient ¢ : X — X/A est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Il existe une homotopie contractante H : A x I — A i.e. une homotopie telle que
H(a,0) = a,H(a,1) = ag,Ya € A. On a donc une application continue H telle que le diagramme
susvant commute :

(Idx xqoy) U (jo H)

(X x {0}) U(A xI) X
R

X x1I

car j est une cofibration. On a que :

H(z,0) = =, Ve € X,
H(a,t) joH(a,t)€ A, Vaec AVtel,
ﬁ(a, 1) = ay, Va € A.
Le lemme[3.1.9 nous permet de conclure. O

4.2.2 Corollaire. Si j: A »— X est une cofibration, alors Cj ~ X/A.
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Démonstration. Considérons le pushout :

J

A X
A
J .

CA Cj

Par Uexercice 1 de la série 9, ; et T sont des cofibrations. Par la proposition précédente, on a que
Uapplication quotient q : Cj — Cj/CA est une équivalence d’homotopie. Par le lemme|3.1.11}, on
a:

A X X/A
N
CA— ¢ Cj/CA

4.2.3 Remarque. Il existe des contre exemples si j n’est pas une cofibration...

4.2.4 Théoréme (Les cofibrations sont partout ! (partouuuuut!)). Pour toute application continue
f: X — Y, il existe une cofibration j; : X — M} et une équivalence d’homotopie ps : My — Y
telles que le diagramme suivant commute :

J
x 1wy
L
Y
Démonstration. Considérons le pushout :
X f Y
W T3
X xI My
ol
My =Y [[(X x D)/ [f(x) ~ (x,0)].
Définissons
jf X — Mf
x +— [z,0],
pr: Mf — Y
] — y
[z,s] — [f().
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On a que py est l'unique application continue My — Y donnée par la propriété universelle du
pushout :

x /
z’of r
X x1I
f oproj; Y

o Montrons que j¢ est une cofibration. On utilise la caractérisation. donc on va montrer qu’il
eziste une rétraction r: My x I — (My x {0}) U (jp(X) x I) = (My x {0}) U (X x {1} x I).
Posons

r:MyxI — (fo{()}) (X x {1} x 1)
(], t) — ([y],0

x,l,t (- S)(l t)) sis>1—t

([x,s],t) +—
st 70) sis<l—t

Clairement, Imr C (M; x {0}) U (X x {1} x I). Par ailleurs,

T([y],O) = ([y],O),
T([l’,s],O) - ([anLO)a
r([z,1],¢) = ([z,1],%).

Donc r est bien une rétraction de linclusion (Mg x {0}) U (X x {1} x I) < My x I. Pour
vérifier la continuité, un applique le lemme de recollement. Ainsi, j¢ est bien une cofibration.
o Montrons que py est une équivalence d’homotopie. Rappelons que i : y — [y|. Observer que

pyoi = Idy. Par ailleurs, iops([y]) = i(y) = [y] etiops([x,s]) =io f(z) = [f(x)]. Définissons
H: Mf xI — Mf
] — D,
[z,s] — [z, st].
Par le lemme de recollement, on a que H est continue et est donc une homotopie. De plus :

H([z,5],0) = [2,0] = [f(2)] =70 ps([x,s]).
H([z,s],1) = [z,s].

Ainsi, ZOpf ~ Idp, par H et py est bien une équivalence d’homotopie.
e On a que
projs(@) =ps([z,1]) = f(z), VeeX

Ainsi, f =pygojy.

4.2.5 Terminologie. L’espace M; s’appelle le mapping cylinder de f.
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Chapitre 5

Introduction aux CW-complexes

Le but de ce chapitre est d’étudier une classe d’espaces topologiques qui se prétent tres bien a
des constructions récursives d’applications continues et a des preuves par récurrence. Référence :
[May, Ch 10].

5.1 Définitions et propriétés fondamentales

5.1.1 Définition (CW-complexe). Un espace topologique X est un CW-complexe s’il existe une
suite d’espaces topologiques { X, }nen appelée décomposition CW de X et qui est telle que :

1. L’espace X est discret.

2. On a les inclusions :

Xp © X, X5 © o S X, ¢

3. Pour tout n € N, il existe un ensemble d’indices d,, et une famille d’applications continues
{¢; : " — X, }jeg, telle que

- Yjea b X,

r_
0 XEH

J€In

[Ljes, D"

4. On a
Uxn=x
neN

ot {J,,en Xn est muni de la topologie de I’adhérence finie i.c.

CC U X, est fermé <— C N X} et fermé dans X, Vk e N.
neN

5.1.2 Terminologie. e Si X = X,, pour un certain n € N, alors X est de dimension n et on
note dim X = n.
e L’espace X, est appelé le n-squelette de X.
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o Les applications ¢; sont les applications caractéristiques du CW-complexe.

e L’image Im ¢[pnt1 est une (n + 1)-cellule

5.1.3 Exemples. 1. Posons X = S'.

(a) Posons Xo = {z¢}. Considérons Jo = {1} et ¢; : S® — X la seule application continue
possible. Formons le pushout :

<0 b1 X
I
D! X3

ou

X1 :X()HDl/[l ~ Ty ~ (*1)] ESI.

On a donc Xy — X; =S! = X.
(b) Posons Xo = {x4,z_}. Considérons Jo = {+,—} et

¢)+ : SO — Xy

+1 — x4,
6_:S" — X,
+1 — .
Formons le pushout :
o4+ o

OIS T X,

o]

D! DL X, =t

(c) De maniere semblable, on obtient une décomposition CW de S! de la forme Xy < X; =
St avec Xo = {z1,...,7,} pour tout n € N*.

2. Posons X = S2.

(a) Posons Xo = {0} et Jo = 0. On a alors X; = Xy. Puis, considérons J; = {1}
et ¢1 : S' — X, est la seule application continue possible. Formons le pushout :

g N X,
|7
D? X

ol
Xy = {0} [[D?/ [z ~ 20, V2 €S| = S
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(b) On utilise la décomposition CW de S! du point 1. (a). On pose Xo = {zo}, X1 = St
Jo = {+,—} ol ¢4 = ¢_ = Ids:. Formons le pushout :

+ b
SL TSt AN
o]
D2 [ D% X, 2 S?

3. Posons X = S! x S!, le tore creux. Rappelons que S' x S! est un quotient de I x I. Posons
Xo = {20}, X1 =S' VSL Alors :

oI x I) =St X; =Stvst
I r
I x I~=D? Xo =St x St

5.1.4 Lemme. Tout CW-complexe est un espace normal et localement connexe par arcs.

Démonstration. Voire la Série 10. O

5.1.5 Propriété (Cruciale). Soit K un espace topologique compact et X un CW-complexe de
décomposition CW {X,, },,en. Alors pour tout application continue f: K — X il existe n € N tel
que Im f C X,,.

Démonstration. Comme f est continue, on a que Im f est compact. On va utiliser la caractérisation
de la compacité par la PIF pour arriver a une contradiction si An € N tel que Im f € X,,. Supposons
donc que ¥Yn € N on a Im f ¢ X,,. Ainsi, Vn,3x,, € Im f tel que x, & X,,. Puisque X,;, C X,, si
m < n, on a que T, & X, pour tout m < n. Par conséquent, ¥Yn on a §(X, N{xk}ren) < n. Puisque
le singleton {xy} est fermé Vk, on sait que X, N {xk}ren est aussi fermé dans X,, pour tout n et
donc {xg}ken est fermé dans X par la définition de la topologie de adhérence finie. Considérons
maintenant

C= {{l‘k}kzn | n € N}.

C’est une collection de partie fermés de X vérifient la PIF mais telle que (\oee C = 0. Ainsi, Im f
n’est pas compact ce qui est absurde. O

Penchons nous maintenant sur le cas relatif :

5.1.6 Définition (CW-complexe relatif). Un couple d’espaces (X,A) € Top,, est un CW-
complexe relatif s’il existe une suite d’espaces topologiques {X,, }nen appelée décomposition
CW de (X, A) et qui est telle que :

1. On a
Xo=AJ] X
ou X{, est discret.
2. On a les inclusions :
Xp© X« X5« bl c X, ¢
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3. Pour tout n € N, il existe un ensemble d’indices J,, et une famille d’applications continues
{¢; : " — X, }jeg, telle que

> jes i
jcg. S" Xn
[
)
[I;ey, D" Xn+1

4. On a

ou UneN X, est muni de la topologie de 'adhérence finie.
En fait, le seul point qui change de la définition d'un CW-complexe est la définition du 0-squelette
Xo.
5.1.7 Remarques. 1. Si (X, A) est un CW-complexe relatif, alors A < X est une cofibration.
2. dim(X, A) = n si et seulement si X = X,,.

3. Le couple (D"*1 S") est un CW-complexe relatif. En voici une décomposition CW :

X():"':X.,L:Sn et
Idsn
S —"
.
]D)Tl+1 Ian+1 ]D)n+1

5.2 HELP et ses conséquences

Une généralisation (assez massive) de la PEH des cofibrations. On a besoin de la notion suivante :
5.2.1 Définition (n-équivalence). Une application basée f : (X,z9) — (Y,yo) est une n-
équivalence si mf : mx(X,29) — m(Y,y0) est un isomorphisme Vk < n et une surjection si

k <n.

5.2.2 Remarque. Une application f est une n-équivalence Vn € N si et seulement si c’est une
équivalence faible.

Voici I’exemple le plus important d’une n-équivalence :

5.2.3 Théoréme. L’inclusion j : S® — D"*! est une n-équivalence, i.e. m;S™ = 0 si k < n (cela
suffit car D™ est contractile).

Démonstration, esquisse. Référence : [Lundell, Weingram : The Topology of CW-complexes, Chap.
IL.8]. La clé de l’argument est d’appliquer le lemme de Lebesgue a Im f ou f : S¥ — S™, avec k < n.
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Lidée est que si k < n, alors Vf : (S¥, z0) — (S™, 20), on peut construire f' : (S¥, z9) — (S™, 2o)
telle que f ~, f' et que [’ ne soit pas surjective. On a donc
Sk ——— S"\ {21} =~ {20}
|7
Sn

ce qui tmplique que

f/ Ty Gy = [f]* = [f/]* = [CZO]*

= Sy = {[cz )4}

De maniere semblable :

5.2.4 Théoréme. Soit (X, A) un CW-complexe relatif. Alors linclusion X, < X est une n-
équivalence Vn € N. Donc 7 X = m. X, si k < n.

Démonstration, esquisse. Il s’agit la du méme genre d’argument de topologie générale que dans la
démonstration précédente. On utilise de plus le fait que Vf : S¥ — X, il existe n € N tel que
Imf CX,. O

5.2.5 Théoréme (Homotopy Extention Lifting Property, HELP). Soit (X, A) un CW-complexe
relatif de dimension au plus n. Soit e : Y — Z une n-équivalence. AlorsVf : X — Z,Vg: A — Y
et VH : A x I — Z des application continues telles que le diagramme suivant commute :

A s AxT<2 54
]I f Hl lg
X Z—° vy

i.e. H est une homotopie de foj verseog. Alors 9g: X — Y et 3H : X x I —> Z telles que le
diagramme suivant commute :

Ac 0 AxT n A
J Jx1dy J
X f z—° Y
\ Y\\Jf—\[ v\\\/g\
X 0 X xI n X

i.e. goj = g (g est une extension de g), Ho (j xIdy) = H (f] est une extension de H) et H est
une homotopie de f vers e o g.

Démonstration. Référence : [May]. O
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Cas spécial :

5.2.6 Exemple. Posons Y = Z et e = Idy. Alors si le diagramme suivant commute

A Ay
iyl g
X Y
alors, par HELP, on a
Ac ‘o AxT h > A

H g
jXIdI j
f e

.
/‘V
/
/
T
/
/
7/
l
,
L)
,
,
Ve

i 1
X« 0 X x1 - > X
ce qui est équivalent a
+ H
XX{O}UAXILY
f 3H
X x1TI

i.e. la PEH car j est une cofibration. Donc dans ce cas, HELP se réduit a la PEH de la cofibration
J.
Voyons maintenant les conséquences de HELP :

5.2.7 Théoréme (de Witehead I). Si X est un CW-complexe et si e : ¥ — Z est une n-
équivalence, alors e, : [X,Y] — [X, Z] est une bijection si dim X < n et une surjection si dim X <
n. On obtient un résultat similaire avec des espaces pointés.

Démonstration. On démontre ici le cas non pointé.
o Montrons que e, est surjective. Soit [f] € [X, Z]. A voire, 3[g] € [X,Y] telle que e.([g]) = [f].
Appliqguons HELP :

1%
1%

/1
//&>

J
//é>

io i

i.e. H est une homotopie de f vers e 0§, donc [f] = [e0g] = e.([g]) et ex est surjective.
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e Montrons linjectivité de e, quand dim X < n. Remarquons que si dim X = m, alors dim(X X
IN=m+1 car

(X % D= (Xi < {0} TT (X > {13) [T(Xw—1x]0, 1))/ ~

voire série 10. Soient go,g91 : X — Y tels que e.([g0]) = ex([g1]). A wvoire : [go] = [g1]. I
existe une homotopie F' : X x I — Z de eogg vers eogy. Appliquons HELP ¢ (X x I, X x9I)
(c’est un CW-complezxe relatif de dimension au plus n) :

io 7;1
X x 0I ¢ X x0IxI > X x 01

gollog
j x1Idy J

X x 01 Z Y

S
N

A
/
/
/
/
/T
/
/
7/
El
7/
/
/
Q)
/7
7/
7/
7/

19 > 11
X x1Ic¢ X xIxI > X x [

ot H(x,i,t) = eogi(x) = F(x,i). On a donc

9(x,0) = (g0 + g1)(x,0) = go(x)

Sod— (
goj=got+g { g(@,1) = (g0 + g1)(z,1) = g1(x)

Donc g est une homotopie de go vers g1, ce qui implique que [go] = [g1]. Ainsi, e, est injective
et donc bijective.

O

5.2.8 Remarque. Si e :Y — Z est une n-équivalence, alors mpe : [S¥, Y] — [S¥, Z] est une
bijection si k < n et une surjection si k < n.

5.2.9 Corollaire. Sie:Y — Z est une équivalence faible, alors e, : [X,Y] — [X, Z] est une
bijection pour tout X un CW-complexe de dimension finie.

5.2.10 Théoréme (de Witehead II). Soient Y, Z deux CW-complexes tels que dim Y, dim Z < n.
Alors si e : Y — Z est une n-équivalence, c’est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. On applique le théoréme de Whitehead I au cas X = Z. Alors e, : [Z,Y] — [Z, Z]
est une bijection. En particulier, 3[f] € [Z,Y] tel que e.([f]) = [eo f] = [Idz]. Donc eo f ~Idz.
Affirmation : foe ~ Idy et donc f est un inverse homotopique de e. Observer que puisque e est
une n-équivalence, on a que Idq, z = 7 Idz = mp(eo f) = mpeomy f pour tout k < n. Donc m f est
un isomorphisme. Ainsi, f est une (n — 1)-équivalence. Par le théoréme de Whitehead I appliqué a
X =Y, onaque f.:[Y,Z] — [Y,Y] est au moins surjectif. Par conséquent, 3e'] € [Y, Z] tel que
f«([€']) = [f o€'] = [Idy]. Donc foe' ~1Idy. Puis

e=coldy ~eofoe ~1Idgoe =¢.
Donc foe~ foe ~1dy. O

5.2.11 Corollaire. Toute équivalence faible entre deux CW-complexes est une équivalence d’ho-
motopie.
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5.3 Approximation cellulaire

Le but de cette section est de montrer que les CW-complexes et les applications qui respectent
leur structure cellulaire sont partout.

5.3.1 Définition (Application cellulaire). Soient (X, A) et (Y, B) deux CW-complexes relatifs.
Une application f : (X, A) — (Y, B) est dite cellulaire si f(X,) CY,, pour tout n € N.

5.3.2 Définition (CW-approximation). Soit (X, A) un couple d’espaces. Une CW-approximation

de (X, A) consiste en un CW-complexe relatif (X, A) muni d’une équivalence faible (X, A) —»
(X, A).

5.3.3 Théoréeme (Tout est CW! (Tout!)). Soit f : (X,A) — (Y, B) une application entre

deux coupes d’espaces. Alors il existe une application cellulaire f : (X, A) — (Y, B) telle que le
diagramme suivant commute & homotopie pres :

(x,4) —
o] 7 |2

(X,A) —— (Y, B)

Démonstration, esquisse. o FEuxistence des CW-approzimations. On construit explicitement ()Z' , ﬁ)
par récurrence :
— d’abord, un ENORME wedge de sphéres dont I’homotopie surjecte sur m, X,
— ensuite, dimension par dimension, on rajoute des disques D™ pour “tuer l’homotopie en
trop”. Rappelons que Z, — Z est une cofibration pour tout CW-compleze Z.

e FExistence de remplacements cellulaires d’applications. Soit g : W — Z une application entre
deuzr CW-complexes W et Z. On construit g et ’homotopie par récurrence sur la dimension
des cellules de W a l'aide de HELP et du fait que S™ — Dt est une n- -équivalence.

e Existence d’au moins une application f : (7, A) — (Y, B) telle que o f~ foa. On utilise
Whitehead. Voire la série 11.

O
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Chapitre 6

Homologie

Le but de ce chapitre est de définir les groupes d’homologie ordinaire H,(—;Z).

6.1 Produit symétrique infini
On présente ici le dernier invariant homotopique dont nous avons besoin pour définit I’homologie.

6.1.1 Définition (ComTopMon). On note ComTopMon la catégorie des monoides topologiques
abéliens, i.e. la catégorie des monoides abéliens (A, u1, ag) muni d’une topologie rendant la multipli-
cation p continue et basé en ag.

6.1.2 Exemples. 1. Tout groupe abélien (G, +) muni de la topologie discrete et basé en 0 est
un monoide topologique abélien.

2. Les lacets de Moore Q3 X d’un espace basé (X, z¢) forme un monoide topologique non abélien.
3. (S',-) muni de la multiplication complexe.

4. (R™, +).

6.1.3 Définition (Produit symétrique infini). — Soit n € N* et (X, zg) un espace topologique
basé. Définissons une relation d’équivalence sur X™ :

(@1, m0) ~ (Y1, Yn) = Jo € G, tel que (o), To(n)) = (Y15 - Yn)-

Posons
SPn(X, l‘o) = (Xn/ ~, [LC()7. . ,{,CU]) = (X, LCo)n/Gn

Soit f: (X,z9) — (Y, yo) une application continue. Posons

Sp™ f : SP(X, LU()) — SP"(Y, y())

[Z1,...,2n] — [f(z1),..., f(zn)].

11 est facile de vérifier que SP™ f est bien définie, continue et basée. De plus, SP"(g o f) =
SP™ g o SP™ f et SP" Id(x 4,) = Idspn(x ). Ainsi, on a un foncteur

SP" : Top, — Top,.
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— Remarquons que (X, zo) = SP'(X, 2¢). Définissons
i SP™(X,x0) — SP"T(X, )
1,y xn] — [zo,T1,...,T4].
11 est facile de vérifier que ¢,, est un plongement. On a donc une suite de plongements

A L3

(X, z0) = SPY(X, z0) SP2(X, 29) —2— SP3(X, z) —> > -

— Posons
SP(X,z0) = | SP™(X, )
neN*
muni de la topologie de I'adhérence finie et basé en [zg] = [x0, zo] = [0, .., o). Observons
que w € SP(X,x) si et seulement si In € N* et z1,...,2, € X tels que w = [1,...,2,].
Posons

SP(X, 1’0) X SP(X, SU()) — SP(X, l’o)
([z1y ), [ 2l)]) — @1, @, @ Ty

C’est une application continue et basée qui définit une multiplication associative, unitaire et
commutative. Ainsi,
SP(X,x0) € Obj ComTopMon.

— Soit f: (X, z9) — (Y, y0) une application continue. Posons
SPf:SP(X,z0) — SP(Y,yo)
[T1,. 20 — [f(z1),..., f(zn)].

Il est facile de vérifier que SP f est continue, basée et compatible avec les multiplications de
SP(X, zg) et SP(Y, yo). Ainsi, SP f € Mor ComTopMon De plus, SP préserve les composition
et les identités. Ainsi, on a un foncteur

SP : Top, — ComTopMon.
Le produit symétrique infini d’un espace (X, x() est le monoide topologique abélien SP(X, xg).
6.1.4 Proposition. Le foncteur SP est un invariant homotopique.

Démonstration. Etant donné f,g : (X,x0) — (Y,yo) deux applications continues homotopes par
une homotopie H : X x I — Y, on considére la composition

SP(X,z0) x I

SP(X x I,(z0,0))

SP(Ya yO)

([Ila cee ,In],t) e [(Ilat)7 L) (Inat)]
Cette construction va nous donner une homotopie basée de SP f vers SP g dans ComTopMon.
O
6.1.5 Remarques. e L’espace SP(X, z() est le monoide abélien libre sur (X, zg), i.e.
ComTopMon (SP(X, zg), (A, u, ag)) = Top, ((X,z0), (4, a0)) .

e Si (X, x() est un CW-complexe, alors SP(X, xg) est aussi naturellement un CW-complexe qui
est tel que p (la multiplication de SP(X, z)) soit cellulaire.
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6.2 Propriétés de SP
6.2.1 Notation. Notons 77x : (X, z9) — SP(X, xo) I'inclusion évidente (car, (X, z¢) = SP*(X, z0)).
6.2.2 Proposition. L’application ng: : (S*,1) — SP(S!, 1) est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Soit (A, p,ag) € Obj ComTopMon. Posons

ma : SP(A,a9) — (4, a0)

Cette application est bien définie, continue, basée et multiplicative. De plus, maona = Id 4. Ainsi,
mg1 o g1 = Idg1. 1l reste a voir que ns1 o mg1 ~ Idgp(st 1y. Or :

st omgi([z1,...,2n]) = nst <HZZ>

i=1

[
= [1:[12111

Définissons alors
H:SP(S',1)x I — SP(s',1)

¢
n

([z15- - -y 2nl, ) —  |21- (H%) gt 2t
i=2

Il est facile de voire que H est bien une homotopie et Idsp(st 1) vers ng: o mg. ]
6.2.3 Définition (Quasi-fibration). Une application continue p : Y — Z est une quasi-fibration
siVzg € Z et Yy € p~1(20) on a que

D SWH(Y,pil(Zo),yo) —  m(Z, {20}, 20)
[/l — [pof]

est un isomorphisme Vn € N.

6.2.4 Remarque. Si p: Y — Z est une quasi-fibration, alors la longue suite exacte du couple
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(Y, p~1(20)) devient :

Z

moZ mop~ *(20) moY

6.2.5 Théoréme (Dold - Thom). Soit X un espace de Hausdorff. Soit A C X un sous espace
connexe par arcs. Si A — X est une cofibration, alors I’application quotient ¢ : X — X/A induit
une quasi-fibration SP ¢ : SP X — SP(X/A). En particulier, ¥n € N

7 (SP X, SP A) = 1, SP(X/A).

On a donc une suite exacte :

> 1 SPX Tni1 SP(X/A)

T, SP A

7, SP X

6.2.6 Exemple (Cas spécial). Soit X,Y € ObjTop deux espaces de Hausdorff ol Y est connexe
par arcs et f: X — Y. Considérons le pushout

X Y
LXI r sz
cX Cf
Cf/Yl: SX

Appliquons le théoreme de Dold - Thom a i :
1, (SPCf,SPY) = 1, SP(XX).

SiY =Xetsi f=1Idx, alors Cf = CX et 7, (SPCX,SP X) & 7, SPXX. On obtient alors une
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longue suite exacte :

Tn41 SPX Tn+1 SPCX —— Tn+1 SPYXX

7 SP X

Or CX est contractile, ce qui entraine que SP C'X est contractile et donc que 7, SP CX = 0. Ainsi,

Tns1SPEX = 7, SP X.

6.3 Définition de ’homologie

On va d’abord parler d’homologie réduite d’un espace pointé.

6.3.1 Le cas pointé
6.3.1 Définition (Groupe d’homologie réduite). Le n-iéme groupe d’homologue réduite d’un
espace pointé (X, zo) est définit par :

H,(X,z0) = Tpy1 SPEX

ot X est une CW-approximation de X.

6.3.2 Remarques. 1. La valeur de H ne dépend pas de la CW-approximation choisie.

2. On suspend X afin de pouvoir appliquer le théoréeme de Dold - Thom plus tard. En effet, XY
est connexe par arcs pour tout espace Y € Obj Top.

3. Comme X est un CW-complexe, on a que Y X est aussi un CW-complexe. En effet, XS™ =
St et LD" = DL

On se retrouve donc dans la configuration suivante :

CW, 2 CW. i CW, N ComTopMon
= l Tn4+1
Hn Ab
6.3.3 Axiomes (Eilenberg - Steenrod pour une théorie d’homologie réduite). (H1) Exactitude :

Soient (X, ), (Y,y0) € Obj Top, et f: (X,29) — (Y, y0). Alors on a une suite exacte
. H.f -~ Hyij -
X S gy — m.cf

(H2) Suspension : Soit (X,z0) € ObjTop,. Alors

H,X ~ H, 1>X.
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(H3) Additivité : Pour toute collection {(X;,;)};cg C Obj Top,, les inclusions X; < Vjeg Xi
induisent un isomorphisme

Pa.x; = H, |\ X

JjET J€J

(ﬁ4) Invariance : Si f : (X,z9) — (Y, yo) est une équivalence faible, alors ﬁnf cHy X —»
_H,Y est un isomorphisme.
(H5) Dimension : On a :

~ Z sin=0
0_
H"S_{O sin>0

6.3.4 Remarque. Une analogie duale a I’axiome (ﬁ2) est que m, X 2 m,,_10QX.

6.3.5 Théoreme. L’ensemble {fln : Top, — Ab},en vérifie les axiomes d’Eilenberg - Steenrod
d’une théorie d’homologie réduite ordinaire.

Démonstration. (H1) : Soient (X, 0),(Y,y0) € ObjTop, et f: (X, x0) — (Y, y0). Soient X
et Y des CW-approzimations de X et Y respectivement. Alors on sait par le théoreme
qu’il existe une application cellulaire f telle que le diagramme suivant commute a homotopie

Pres :
X f Y
x .y
On applique le théoréme pour avoir
X f Y

M/ X =Cf
ot py est une équivalence d’homotopie. Appliquons X :

»X

SMz xCf

Par le théoréme de Dold - Thom, on a une longue suite exacte :

> T 1SPEX i1 SPE M Tni1 SPECT
N————’ R , N————’
H, X iy H,Cf=H,Cf
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(H2) : On sait que

H,X = mp1SPEX
Tni2 SPEDX
= H,ZX.

1

(H3) : Montrons que H,(X VY) = H,X & H,Y. On a :

X— s XVYy

(XVY)/X =Y

q

Y XVY

(XVY)/Y =X

Par le théoréeme de Dold - Thom, on a que les suites suivantes sont exactes :

~ Hyio ~ nJ =
H,X —— H,(XVY) H,Y
- oo -
H,Y H,(XVY) H,X

Par ailleurs, comme roi =Idx et goj =1Idy, on a que les deux suites sont scindées. Donc
H W(XVY) HnX ® H Y. On conclut par récurrence transfinie.

(H4) : Soit f : (X, z0) —> (Y, o) est une équivalence faible. Soient X etY des CW-approzimations
de X etY respectivement. Alors on sait par le theoremen qu’il existe une application cel-
lulaire f telle que le diagramme suivant commute a homotopie pres :

XfY
~ B
17 ]

Donc Vk € N, on a que 73 o 7rkf = mf o mpa. Donc 7ka est un isomorphisme Vk € N et

donc f est une équivalence faible. Or X et'Y sont des CW-complexes, ce qui entraine que f

est une équivalence d’homotopie par le théoreme de Whitehead. Donc Ef et SP Ef sont aussi

des équivalences d’homotopie. Par conséquent, H, f = m,11 SP X f est un isomorphisme.
(ﬁ5) : En utilisant le fait que S* — SPS! est une équivalence d’homotopie, on a :

H,S" = 7,1 SPES°
= Tn+1 SP Sl
= 7TTL+1SI
Z sin=0
0 sin>0

6.3.6 Remarques. 1. En commencgant par les valeurs de fInSO d’ot1 'on déduit que

Z sik=0,n
0 sinon ’

H,S" = {

on peut calculer ’homologie réduite H,X récursivement comme suit :
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— On choisit X une CW-approximation de X.

— Comme Xj est discret, on a que Xg = \/._,S” pour un certain ensemble J de méme

j€d
cardinalité que Xg. Puis, par (H3), on a que

HoXo = P H.S".
Jj€d

— Supposons que H.X & sont connus Vk < n. On a un pushout :

Haeﬂc SZ Xn
]
HQEJC DZ+1 )?n-i-l

Comme tous ces espaces sont pointés, on peut réécrire :

VQGK SZ Xn

= ] " |

C (\/aeﬂc Sg) — Vaex Dyt Xnp12Cf

Donc par 'axiome (ﬁl) et la suite de Dold - Puppe, on a une suite exacte

ﬁk+1 (leex SZ) - ﬁk+1j€n — Erk+1)?n+1

Hi (Voex 88) ——— -+
Ainsi, si k #n,n—1,0n a
0—— ﬁnJrljzn ;’ ﬁnJrljZnJrl

T s

Si k =n, alors on a
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Sik=mn-—1,alorson a

Hn+1Xn+1

W
0
Donc I?n)?nﬂ est un quotient de I;Tnf(n dont la valeur dépend de a. On a Ef*)N( = ﬁ*X.

2. L’analyse ci-dessus montre que V(X,z9) € ObjTop, et Vn € N, les groupes ﬁnX sont
entierement déterminés par les axiomes (H1) & (H5). Ainsi, V{G, : Top, — Ab},cn une

collection de foncteurs tels que les axiomes (H1) & (H4) soient vérifiés et

GnSO{ Z sin=0 7

0 sin>0

alors G, X = f[nX.

6.3.2 Le car relatif
6.3.7 Définition (Groupe d’homologie relative). Le n-itme groupe d’homologie relative d’un
couple d’espaces (X, A) est définit par :

H,(X,A) = H,Cj

olt ; est la CW-approximation cellulaire de Iinclusion j : A — X.

J ~ 7 =

A——H X A X
I G
At . x or cj

6.3.8 Théoreme. Les foncteurs {H, : Top, — Ab},cy définissent une théorie d’homologie

ordinaire avec
Z sin=0

Démonstration. On ne démontre que ’axiome d’excision. o
(H2) : Soit une triade excissive (X, A,B) (i.e. A;B C X et AUB = X ). Posons les CW-

approximations :
Ac > B
A AUB B
On a H,(A,ANB) = H,(A/(ANB)). Or A/(ANB) = (AU B)/B. Donc

H,(A, AN B) = H,(A/(AN B)) = H,((AU B)/B) = Hyu(X, B).
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