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Chapitre 1

Représentations de groupes

1.0.1 Rappel. Soit V un espace vectoriel. Alors GL(V) est le groupe des transformations linéaires
de V.

1.0.2 Définition (K-représentation linéaire). Soit G un groupe et K un corps. Une K-représentation
linéaire de G est un couple (V, p) ou V est un K-espace vectoriel et ou p : G — GL(V) est un
homomorphisme de groupes.

1.0.3 Convention. On supposera toujours que V est de dimension finie.

1.0.4 Définition (Degré d’une représentation). Si (V, p) est une représentation de G, alors dim V'
s’appelle le degré de la représentation.

1.0.5 Définition (Représentation fidele). Une représentation (V, p) est fidele si p est injective.

1.0.6 Définition (Représentation matricielle). Une K-représentation matricielle d’un groupe
G est un homomorphisme de groupes G — GL,, (K).

1.0.7 Remarque. Si (V,p) est une K-représentation de G et si 'on choisit une base E de V, alors
on obtient une représentation matricielle

G — GL,(K)
9+ p(9) -
Pour chaque choix de base, on trouve une autre représentation matricielle.

1.0.8 Exemples. 1. Posons G = &3. Alors a = (123) et b = (12) génerent &3 = {id, a, a?, b, ab, a*b}.
Soit

p1: 63 — GL3(R)

0 1 0
a— (0 0 1
1 00
0 10
b— |1 0 0
0 0 1

que l'on étend. C’est bien un homomorphisme. On a ainsi représenté &3 comme un groupe
de matrices. De plus, p; est fidele et G3 = p(S3) < GL3(R).
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2. Posons

que 'on étend. Alors ps est aussi fidele.

3. Posons
p3 - G3 — GLQ(R)

1 /-1 — 2
a— B (\/% _13) rotation d’angle ?ﬁ

1/-1 V3 -
br— 5 <\/§ 1 > symétrie.

Alors p3 est fidele.

4. Posons

P4 - G3 —>GL1(R) = R*
a—1
br— —1.

Pour tout 7 € &3, on a que py(7) est la signature de 7. Cette représentation n’est pas fidele.

5. Posons G = Do, le groupe dihédral d’ordre 2n, i.e. le groupe des isométries d’un n-gone
régulier. On a Dy, = {id,7,72,...,7" 1 s, 57,572, ..., sr""1}. Soit C la base canonique de

R2. On a la représentation naturelle

pPs Dy, — GLQ(R)

r— rg
S sg.
6. Posons
pP6 - Dgn — GLQ(R)
. , 2r
r — rotation d’angle — d’axe z
n
s — symétrie de plan xz.
7. Posons

pP7 D2n — GLQ(R)
. 27
r —> rotation d’angle — d’axe z
n
s — symétrie d’axe x.

1.0.9 Remarque. La donnée d’une K-représentation linéaire (V,p) est équivalente & la donnée
d’une action linéaire de G sur V.
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CHAPITRE 1. REPRESENTATIONS DE GROUPES

1.0.10 Définition (Homomorphisme, isomorphisme de représentations). Soient py : G — GL(V)
et pw : G — GL(W) deux K-représentations de G. Un homomorphisme ¢ entre py et py est
une application linéaire ¢ : V. — W telle que

dopv(g) = pwl(g) oo, Vg € G.

Autrement dit, le diagramme suivant commute :

v pv(9)

¢
w

|

w

pw(g)

Si de plus ¢ est bijective, alors c¢’est un isomorphisme entre les deux représentations. On dit aussi
que les deux représentations sont équivalentes .

1.0.11 Remarque. Si ¢ est un isomorphisme de représentations, alors ¢—! 'est aussi.

1.0.12 Définition. Deux représentations matricielles py, p2 : G — GL,,(K) sont équivalentes s’il
existe une matrice inversible S telle que

p2(9) = Sp1(9)S™",  VgeG.

1.0.13 Remarque. Soit p : G — GL(V) une représentation de G, E et F deux bases de V
et pp,pr : G — GL,(K) les représentations matricielles correspondantes. Alors pg et pp sont
équivalentes.

1.0.14 Définitions (Quelques représentations particulieres). Soit G un groupe.
Représentation triviale : posons

p:G— GL;(K) =K*
g — 1g.

Représentation réguliére : on prend pour V un K-espace vectoriel de dimension #G muni
d’une base E = {e4}4cc dont les éléments sont indexés par les éléments de G. On fait agir G
sur E par multiplication :

g €n = €Egh

et on étend cette action par linéarité. Ceci définit la représentation réguliere pyes de G.
Représentation de permutations : On se donne X un G-ensemble (i.e. un ensemble X
muni d'une action de G sur X). On prend pour V un K-espace vectoriel de dimension X
muni d’une base E = {e;},cx dont les éléments sont indexés par les éléments de X. On fait
agir G sur F par multiplication :
g€z = €gg

et on étend cette action par linéarité.

1.0.15 Exemple. Posons G = &,,. Alors &,, agit de maniére évidente sur ’ensemble {1,...,n}.
On obtient dont une représentation de permutations de degré n qui est appelée la représentation
naturelle de &,,.
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1.0.16 Définition (Sous représentation). Soit p : G — GL(V') une K-représentation de G. Soit
W <V un sous espace vectoriel de V. On dit que W est G-invariant si p(g)(W) C W, Vg € G. Dons
ce cas, on peut restreindre I’action de G au sous espace W et cela définit une sous représentation
de p :

pw : G — GL(W)

g+— p(9)l-

Matriciellement, on choisit une base de W que 'on complete en une base de V' :
9%
P9 *
p9) = < (S‘W *> :

1.0.17 Exercice. La représentation triviale est équivalente & une sous représentation de n’importe
quelle représentation de permutations.

1.0.18 Définition (Somme directe). Soit p : G — GL(V) une K-représentation d’un groupe G.
Soient W; et Wy deux sous espaces G-invariants de V' et pyw, les sous représentations correspon-
dantes. On dit que V est la somme directe de W, et W5 si V.= Wy @ Ws. Matriciellement, on
choisit une base de V formae de la réunion d’une base de W; et d’une base de Ws. Alors :

(@)l 0
p(g)_< 0 p(g)%)'

Ainsi, une somme directe est équivalente & une décomposition de la matrice de p(g) en blocs.

1.0.19 Définition (Somme directe externe). On se donne deux K-représentations py, : G —
GL(W1) et py, : G — GL(V2). On construit la somme directe externe V = V; x V3 et on identifie
V1 avec V1 x {0} et Vo = {0} x V5. On a deux sous espaces de V et V = (V; x {0}) @ ({0} x V3).
On définit une représentation sur V :

p: G — GL(V)
g+ (pv1(9): Pv2(9))-

1.0.20 Exemple. Posons G = Cj, le groupe cyclique d’ordre 3 généré par c. Posons p : C5 —
GL(V) la représentation réguliere de C3, ou V est de base {eq, €., €.2 }. Posons Wy = Vect(e; +e.+
e.2) et Wy = Vect(e; — e.,e1 — e.2). Ce sont deux sous espaces Cs-invariants. Si K n’est pas de
caractéristique 3, alors {e1 + e. + €.2,€1 — €., e1 — e.2} forme une base de Vet V. =W; ¢ Wa.

1.0.21 Définition (Représentation irréductible). Une représentation p : G — GL(V) est dite
irréductible si :

L.V #{0},

2. p n'admet pas de sous représentation, i.e. il n’existe pas de sous espace strict de V' qui soit
G-invariant.

1.0.22 Exemple. Toute représentation de degré 1 est irréductible.

1.0.23 Théoréme (Maschke). Soit G un groupe fini. Soit p : G — GL(V') une K-représentation
de G. Soit W un sous espace G-invariant de V. Si |G| - 1k # Ok (i.e. carK f|G|), alors W possede
un supplémentaire G-invariant U.
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CHAPITRE 1. REPRESENTATIONS DE GROUPES

Démonstration. Soit Uy un supplémentaire de W. Soit pg : V. — V la projection associée, i.e.
po(w + ug) = w, Yw € W, Vug € Uy. On a impy = W et kerpg = Uy. On définit p: V — V par

p(v) |G\ Z ) opo o p(g 1)(”)-

geG
Remarquer que | i est bien définit par hypotheése. On procede ensuite en plusieurs étapes :
1. On a
p(w) Z Yopoop(g~h)(w) € W.
IGI = —_—
ew
| ——
ew

ew

Ainsi, imp € W. Montrons que p|yw = idy . Soit w € W. On a

|G| > plg)epooplg™)(w) = w.
N—— e’
9€¢ =p(g~")(w)

=w

Donc imp = W. De plus, p est un projecteur sur W.
2. Comme p est un projecteur, on a V = kerp @ im p.

3. Soit h € G. On veut montrer que p o p(h) = p(h) op. On a

p(h)op = |G| > p(h) o p(g)opooplg™")
geG
|G| > ph)op(g)epooplg™) o p(h™") op(h)
99 —p(hg) —p((hg)~)
Yopgop(s™)op(h s =hg
el GGZG 1o p(h)
=pop(h).

4. Soit h € G et w € U = kerp. Alors

pop(h)(u) = p(h) o p(u)
= 0.

Donc p(h)(u) € kerp = U, ce qui montre que U est G-invariant.
O

1.0.24 Corollaire. Si |G| - 1 # Ok, alors toute K-représentation de G de degré fini est somme
directe de représentations irréductibles.

Démonstration. Soit p : G — GL(V) une K-représentation de G. Si p est irréductible, alors
c’est bon. Sinon, il existe un sous espace strict W de V qui est G-invariant. Par le théoreme de
Maschke, W possede un supplémentaire G-invariant U. Par récurrence sur la dimension, on prouve
le résultat. U
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Si K = C, alors le théoreme de Maschke peut aussi étre prouvé grace aux deux propositions
suivantes.

1.0.25 Proposition. Soit p : G — GL(V) une C-représentation d’un groupe fini G. Alors il
existe sur V une produit scalaire (i.e. une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive) (—, —)
invariant par G, i.e. (p(g)(v), p(g)(w)) = (v, w). Ainsi, p(g) est une application unitaire Vg € G.

Démonstration. Soit (—, —)¢ un produit scalaire quelconque sur V. On définit
(v,w) =Y {p(9)(v), pg)(w))o.
geG
Il est claire que c’est de nouveau un produit scalaire et qu’il est invariant par 'action de G. O

1.0.26 Proposition. Soit p : G — U(V), une représentation de G (ot U(V) est le groupe des
transformations unitaires de V'). Si W est un sous espace de V' qui est G-invariant, alors W possede
un supplémentaire G-invariant.

Démonstration. Considérer W+. O

1.0.27 Théoréme. Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. |G| - 1x = Ok,
2. Pour toute représentation p : G — GL(V) et pour tout sous espace invariant W C V, il
existe un supplémentaire invariant de W,
3. Pour tout représentation réguliere de G sur V = Vect(ey | g € G), le sous espace G-invariant
W = Vect(e1 — ey | g € G\ {1}) possede un supplémentaire orthogonal.

Démonstration. 1 = 2: Par le théoreme de Maschke.

2 = 3: Trivial.

3 = 1: W est bien un sous espace invariant car p(g)(e1 — en) = €5 — egn, = (€1 — egn) —
(e1 —eg) € W. Par hypothese, W posseéde un supplémentaire invariant U. Remarquons que
dimV = |G| et que dim W = |G| —1. Donc dim U = 1. Soit u € U et écrivons u = >, Ag€y.
Soit h € G. Alors

geG

p(h) —u—Z/\ eqgh —€q) € W.

geG VW
Or U est invariant, et donc p(h)(u) —u € WNU = {0} ce qui implique que u = p(h)(u) et G
agit trivialement sur U. Par ailleurs

u—Z)\ eg = p(h Z)\ Ehg = Z)\hflses

geG geG seG
e )\s:)\h—ls7 Vs,hEG
— =M\, VheG = U =Vect() _ e,).

geG

On sait que W & U =V et on écrit e; dans cette décomposition :

€1 = Z Ug(el_eg)+>‘zeg

geG\{1} 9eG
——
ew €U
= Z (A—pgleg+ | A+ Z tg | €1
geG\{1} geG\{1}
=0 =1k
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CHAPITRE 1. REPRESENTATIONS DE GROUPES

Donc A — g =0, Vg€ G\ {1} ce qui implique A = p,. Puis,

lk=XA+ > A

geG\{1}
= 1G] A
— |G| -1k 75 Ok.
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Chapitre 2

Algebre de groupe et modules

2.0.28 Rappels. Soit A un anneau et M un A-module. On dit que
e M est simple s’il n’admet pas de sous module strict,
e M est semi simple s’il est somme directe de sous modules simples.

2.0.29 Définition (Algebre d’un groupe). Soit G un groupe et K un corps. L’algébre du groupe
KG est le K-espace vectoriel de base GG, ou la multiplication est donnée par celle du groupe, puis
étendue par bilinéarité. On obtient une K-algebre. On identifie K & une sous algebre de KG via :

K — KG
)\H)\‘lg.

2.0.30 Propriété. Soit G un groupe et K un corps. La donnée d’une K-représentation p : G —
GL(V) est équivalente & la donnée d’une structure de KG-module & gauche sur V.

Démonstration. 1. On se donne une K-représentation p : G — GL(V). On définit une structure
de KG-module a gauche sur V par :

KGxV —V
(g,v) — p(g)(v)

étendue par linéarité. On vérifie les axiomes.

2. On se donne une KG-module & gauche V' et on définit
p: G — GL(V)

gH(p(g): ‘; - ng>_

On vérifie que p(g) est bien K-linéaire et on vérifie le reste des axiomes.

2.0.31 Exercice. Faire tous les détails de la preuve précédente.

2.0.32 Convention. Désormais, on parlera de KG-modules a gauche. On écrira g - v = gv au lieu
de p(g)(v). Si nécessaire, on utilisera la représentation correspondante py : G — GL(V).

Voici un petit dictionnaire :
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’ K-représentation de G \ KG-module & gauche ‘

Homomorphisme de représentation Homomorphisme de KG-module
Sous représentation Sous KG-module
Somme directe de représentations Somme directes de modules
Représentation irréductible KG-module simple
Représentation compléetement réductible KG-module semi simple
Représentation réguliere KG vu comme une KG-module

2.0.33 Corollaire (du théoreme de Mashke). Si G est fini et |G| - 1g # Ok, alors tout KG-module
est semi simple.

2.0.34 Lemme (de Schur, général). Soit A un anneau et soient S, T' deux A-modules simples et
non isomorphes. Alors

1. Homyu (S, T) = {0},

2. End4(S) est un anneau de division.

Démonstration. 1. Soit ¢ : S — T un homomorphisme. Supposons ¢ non nul et montrons que
S = T. Comme ¢ est non nul, ker ¢ # S. Mais c’est un sous module de S. Donc ker ¢ = {0} et
¢ est injectif. Puis, im ¢ # {0} et est un sous module de T'. Donc im ¢ = T et ¢ est surjective,
et par conséquent un isomorphisme.

2. Soit ¢ € End 4(S). Par exactement le méme raisonnement, on montre que ¢ est un automor-
phisme, donc inversible.
O

2.0.35 Lemme (de Schur, sur un corps algébriquement clos). Soit A une K-algebre de dimension
finie ot K est un corps algébriquement clos. Soit S un A-module simple. Alors

EndA(S) = {\ids | A € K}

On a donc que End4(S) 2 K.

>~

Démonstration. On constate d’abord que S est un K-espace vectoriel de dimension finie, car S
A/I ou I est un certain idéal de A (cf. série 4) et car A est de dimension finie. Alors End4(S) &
M, (K), ou n = dim S. Donc Kidg C End4(S) C Endg(S). Par conséquent, End4(S) est une K-
algebre de dimension finie. De plus, End 4 (S) est un anneau (algebre) de division. Soit ¢ € End 4(.5).
Comme K est algébriquement clos, ¢ possede au moins une valeur propre A. Alors

ker(¢ — Aidg) # {0} = ker(¢ — Aidg) =S

2.0.36 Remarque. Si A est

— une algebre de division,

— de dimension finie,

— sur un corps K algébriquement clos,
alors A 2 K.

2.0.37 Corollaire (Cas particulier). Si S est un CG-module simple (ot G est un groupe fini),
alors Endcg(S) = Cidg.
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CHAPITRE 2. ALGEBRE DE GROUPE ET MODULES

2.0.38 Proposition. Soient G un groupe fini tel que |G| - 1x # Og. On se donne deux KG-modules
M et N. On prend une application K-linéaire ¢ : M — N. On effectue la “moyenne sur G”

G Zg¢g_l G ZPN othopy(g™h).

e = 1G] =

Alors ¢ est KG-linéaire.

Démonstration. Déja vue dans la preuve du théoreme de Mashke. Soit h € G. Alors

op= ZPN opn(g)ovoprl(g™™)

eG
g =pn (hg)

= 3" onls) 0w o par(s™'h)

seG

= ¢ o pm(h).
Donc ¢(hm) = he(m). On étend le résultat par KG-linéarité. O

2.0.39 Lemme (de Schur, pour les représentations). Soient S et T" deux CG-modules non iso-
morphes.

1. Pour toute application C-linéaire ¢ : S — T, on a

\GI > gvg =

geG

2. Pour toute application C-linéaire ¢ : S — S, on a

tr
1 . \
E = \id A= .
|G| g’l/)g dg, ou dim S
geG
Démonstration. 1. La moyenne est CG-linéaire, donc nulle par le lemme de Schur.

2. La moyenne est un endomorphisme CG-linéaire et C est algébriquement clos. On applique le
lemme de Schur. Pour trouver la valeur de A, posons n = dim S :

nA = tr(Aidg)

= tr ngwg_l
geG
‘G|Ztr gy~
geG
G|t
= lGln(0)
by
— )\_dimS'

O

2.0.40 Théoréeme. Soit G un groupe fini abélien. Alors tout CG-module simple est de dimension
1.
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Démonstration. Soit S un CG-module simple de g € G. Alors

ps(g): S — 8
S +—> gs

est CG-linéaire car G est abélien. En effet, CG est un anneau commutatif, et Va € CG,

ps(g)(as) = gas
= ags

= aps(g)(s)-

Par le lemme de Schur, ps(g) = Aids. En particulier, tout sous espace de S est invariant par action
a gauche de g, pour tout g € G. Donc tout sous espace de S est un sous CG-module de S. Or S est
simple, donc dim S = 1. O

2.0.41 Théoréme (de diagonalisation). Soit M un CG module. Fixons g € G. Alors il existe une
base B par rapport a laquelle la matrice de 'action de g (i.e. pas(g)) est diagonale :

€1 0

pr(9)5 =

0 En
De plus, chaque ¢; est une racine k-ieme de 'unité, ou k est l'ordre de g.

Démonstration. Soit H = (g), le sous groupe cyclique d’ordre k engendré par g. C’est un groupe
abélien. On considere M comme un CH-module, par restriction. On décompose ce CH-module en
somme directe de modules simples :

M=5®& &S5,

Par le théoréme précédent, dim S = 1, V1 <4 < r. On choisi une base B = {v;}1<i<,, ot v; € S;\{0}
de M. L’action de g préserve chaque S; (car S; est un sous CH-module), donc gv; € S;, c’est a dire
gu; = €;v;, avec g; € C. Donc l'action de g est diagonale :

€1 0
p(9)5 =
0 En
De plus, pr(9)* = pum (%) = pm(le) = idy. Matriciellement, (pas(g)8)F = 1d, ce qui comme
k
g = 1K~ O

Prof. J. THEVENAZ 16



Chapitre 3

Caractere d’un groupe fini

3.0.42 Définition (Caractére). Soit G un groupe fini, V un CG module et py : G — GL(V) la
représentation correspondante. Le caractére de V est la fonction

xv:G—C
g — trpv(g).

3.0.43 Rappels. 1. La classe de conjugaison d’un élément g € G est 'ensemble {zgz~! |

x € G}. Ces classes partitionnent G.

2. Un fonction centrale f : G — X est une fonction qui est constante sur les classes de
conjugaisons. De maniere équivalente, une fonction est centrale si

flzy) = f(yx),  Vo,yed.
3.0.44 Proposition. Un caractere yy est une fonction centrale.
Démonstration. On a :
xv(zgz ™) = tr (pv ()pv (9)pv (z) ")
=trpv(g)
= xv(9).

3.0.45 Proposition. Soit V & W une somme directe de deux CG modules V' et W. Alors

XVew = XV + XWw-

Démonstration. Soit E une base de V et I une base de W. Alors U F est une base de V& W.
On écrit les matrices par rapport a cette base :

PV@W(Q)EB? = (pv%q)g pw?g)f;) :
Donc
xvew(9) = trpvew(g)
= trpv(g) + tr pw(g)
= xv(g) + xw(g)-
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3.0.46 Proposition. Soit V un CG module. Alors :
1. xv(lg) =dimV,
2. xv(g) est une somme de racines |g|-iémes de I'unité,
3. Ixv(g)| < dimV,
4. xv(g™) = xv(9).

Démonstration. 1. xv(lg) =trpyv(lg) = trldgimy = dim V.
2. Par le théoreme de diagonalisation.
3. En prenant les mémes notations que dans le théoréeme de diagonalisation, on a |xv(g)| =
fert el < Jerl + o+ feal =
4. Avec une bonne base B, le théoreme de diagonalisation dit que
€1 0
pr(9)5 = ;

0 en

avec €; une racine |g|-ieme de 'unité. On a alors :

_ ~1
pv(g™E = (pv(9)B)
er! 0
0 el
g1 0
= car |g;| =1
0 En,
=pv(9)B

O

Notons F(G, C) I'ensemble des fonctions (ensemblistes) f : G — C. C’est un C-espace vectoriel
donc une base est donnée par

N 1 sig=h
B={5,|g€G} ouag(h)z{o Sm{m

C’est méme un espace hermitien, avec produit scalaire
1 _
(i fo) = 1 Y f@f9). VA, f2€ F(G,C).
geG

On passe au sous espace F¢o(G,C) des fonctions centrales, muni du méme produit scalaire. Une
base est donnée par
B’ = {v. | ¢ est une classe de conjugaison de G},

ol 7. est la fonction caractéristique de ’ensemble c. On a que
dim (G, C) = |G|,
dim Fo (G, C) = #{classes de conjugaison de G}.
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CHAPITRE 3. CARACTERE D’UN GROUPE FINI

3.0.47 Définition (Caractere irréductible). Un caractére xy d’un groupe fini G est dit irréductible
si V est un CG module simple, ou, de maniere équivalente, si py est irréductible.

3.0.48 Remarque. Tout caractere xy est une somme de caracteres irréductibles, par le corollaire
2.0.39

3.0.49 Lemme (Orthogonalité des coefficients matriciels). Soit P : G — GL,,(C) et Q : G —
GL,(C) deux représentations matricielles irréductibles de G. On fixe des entiers 1 < i,7 < m,
1<j,s<n.

1. Si P et Q sont non équivalentes, alors

> P(9)riQ(g™")js =0.

geqG
2. On a: 1
g =4 m sii=j
\G| ZP ril’ ar { 0 sinon.
e
Démonstration. 1. On considere la matrice E;; € My, »(C) olt (Eyj)ab = diadjp. Clest la matrice

d’une application linéaire ¥ : T — S, ou S et T sont des CG modules simples associés a P
et @ respectivement. On sait que

b= pslg)pr(s™)

est CG linéaire. Comme S et T sont simples et non isomorphes, on a par le lemme de Schur
que ¥ = 0. On passe & la matrice de 1 (par rapport & une base B bien choisie) :

0= @5)
= Z UQ ))
geG
= Z P(9)riQg™")js-
geqG

2. On applique la méme démarche en partant de 9 : § — S de matrice E;;. Alors

Y= |G\ > ps(g)wps(g—1)

geG
est CG linéaire et sont par le lemme de Schur 12 1d Or
. sit=j

fry = trkby; = { sinon.
On a donc

trop ~p

w =)

|G| Z P m 'r-
geG
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3.0.50 Théoréme (lere relation d’orthogonalité). L’ensemble des caracteres irréductibles forme
un systéme orthonormé de vecteurs dans Fe (G, C). Explicitement, si S et T sont deux CG modules
simples non isomorphes, alors

1. <XS?XT> = 07
2. (xs,xs) = (xr,xr) = 1.

Démonstration. 1. Soient S et T deux CG modules simples non isomorphes, xs et xr leur
caracteéres irréductibles respectivement associés, et P et @ leur représentation matricielles
respectivement associés. On a

(xs,x1) = |G|ZXS )xr(9)

2. On applique la méme démarche.

(xs,xs) = |G|ZXS )xs(g™")

gEG

=3 S e S rara

3.0.51 Remarque. On verra qu’il s’agit en réalité d’une base orthonormée...
3.0.52 Corollaire (Indépendence linéaire). Les caractéres irréductibles sont linéairement indépendants.

Démonstration. Si ), Aixs, =0, alors

= <Z/\1Xsia><sj> = Aj

et donc A\; = 0 pour tout j. O
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CHAPITRE 3. CARACTERE D’UN GROUPE FINI

3.0.53 Corollaire (Finitude). Il n’y a qu'un nombre fini de caractéres irréductibles. Grace au
corollaire on a alors qu'il n’existe qu'un nombre fini de CG modules simples & isomorphisme
pres.

Démonstration. La dimension de F¢(G,C) est finie et les caractéres irréductibles forment une
famille libre, par le corollaire [3.0.52 O

3.0.54 Corollaire (Multiplicité). Soit V un CG module de dimension finie. Ecrivons V = 51 @
-+ @S, ou S; est simple. Alors :

1. la multiplicité de S (& isomorphisme pres) dans cette décomposition est égale & (xv, xs),

2. cette multiplicité est indépendante du choix de la décomposition.

Démonstration. 1. Ona xy =Y., Xs,. Donc
m
{xv,xs) Z Xs,,Xs) = la multiplicité de S.
k=1
2. Clairement, (xv,xs) est indépendante de la décomposition choisie.

3.0.55 Corollaire (Egalité). Soient V et W deux CG modules. Alors
VW < xv =xw-

Démonstration. =: Soita:V —= W un isomorphisme de CG modules. Alors

aopy(g) = pw(g)oa = aopy(g)oa™ = pw(g).

Donc
xw(g) = trpw(g)
— tr (a0 py(g)oa)

=trpv(g)
=xv(g)-

< : On décompose V comme suit :
V:(Sll@"'@Slml)@"'@(‘s’rl@"'@Srm,,)ng@ml@"'@TT@nw,

olt Siy & Sy 2T et ou T; £ T sii # j. De méme, W = (T7)®™ @ .- @ (T))®". On a alors

Xv = Xw
T T
— Z MEXT, = Z NeXTy
k=1 k=1

= mp=ng, VI<EZr
—= V=W

O

3.0.56 Corollaire (Critére d’irreductibilité). Soit V un CG module. Alors V est simple si et
seulement si (xv,xv) = 1.

Prof. J. THEVENAZ 21



Démonstration. On décompose comme dans la démonstration précédente :

VETI™M g o T

et on a:
r r r
) = <zmkm,zmm> S
k=1 k=1 k=1
Ainsi, (xv,xv) =1 si et seulement si V' est simple. O

3.0.57 Remarque. Le centre de CG, noté Z(CG) , est
Z(CG) ={a € CG | ab = ba,¥b € CG}.

Sia=3,cqNg9 € Z(CG), alors Vz € G on a

_ -1 _ -1
a=gxaxr = = E AgTgr™ ",
geG

donc Ay 4,1 = Ay, Ainsi,

a= Z )\cé’, ouC = Z g.

C' classe de conjugaison geC

Réciproquement, si a =), /\05, alors Z(CG) car Yz € G, on a 2Cz~1 = é, et donc
ar = Z )\Cax = Z )\cxé = xa,
c C

et par CG linéarité, ab = ba, ¥b € CG. Donc Z(CG) a une base formée de tous les C' (class sums).

3.0.58 Lemme. Soit f € F¢(G,C) une fonction centrale sur G. On pose

F=>"1g

geG
Alors
1. fe Z(Cq),
2. Paction de f sur un CG module simple S est égale & la multiplication par le scalaire
G|
Démonstration. 1. Par la remarque précédente.

2. La multiplication par f dans S est une application

v: 85— S

s+— fs
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CHAPITRE 3. CARACTERE D’UN GROUPE FINI

qui est CG linéaire car f € Z (CG). Par le lemme de Schur, % est une multiplication par un

. s . trep
scalaire, a savoir 5. Or,

tryp =Y fg)trps(g)

geG
= |G| {xs, f)-

Donc
(€]

¥= dimS<XS’ f)ids.

3.0.59 Théoréme. Les caracteres irréductibles forment une base de l'espace F¢ (G, C).

Démonstration. Soit W le sous espace de F¢(G,C) engendré par les caracteéres irréductibles (qui
forment donc une base de W, par le corollaire [3.0.52). On décompose Fc(G,C) = W @& W,
Montrons que W+ = {0}. Soit f € W+, et posons

F=> 1y
geG
L’action de f sur un CG module simple S est égale & la multiplication par dﬁls (xs, f). Mais
(xs,f) = 0 car f € W, Ainsi, Paction de f est nulle sur tout CG module simple, donc sur
tout toute somme directe (finie) de CG modules simples, i.e. sur tout CG module semi simple, et
donc finalement sur tout CG module, par le théoreme de Mashke. On applique cela au module CG
(représentation réguliere). On trouve

fl=0

= f=0
— Y fl9)g=0.
geG
Or G est une famille libre dans CG, donc f(g) = 0, Vg € G. Ainsi, W+ = {0}, W = Fo(G,C) et
les caracteres irréductibles forment une base de F¢ (G, C). O

3.0.60 Corollaire. Le nombre de caracteres irréductibles, et donc le nombre de CG modules
simples & isomorphisme pres, est le nombre de classe de conjugaison de G.

Démonstration. Une base de Fo (G, C) est donnée par {y¢ o, ol ¢ est la fonction caractéristique
que C, une classe de conjugaison de G. O

3.1 Table de caracteres de ¢

Soient
- C1,...,C, les classes de conjugaison de G, g; € C; un représentant, avec C; = {1},
- X1,.--,Xr les caracteres irréductibles de G, nq,...,n, leur degrés respectivement associés

(n; = xi(1)), avec x1 le caractere trivial (i.e. x1(g9) = 1, Vg € G).
On construit la table des caracteres de G :
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3.1. TABLE DE CARACTERES DE G

Ch Cy C; C,
g1 g2 g gr
x1 | xi(gr)=m=1 1 1 1
X2 n2
Xi n; Xi(gj)
XT /)’I/T .« .. .« .. .« .. e XT(QT)

3.1.1 Théoréme. La multiplicité d’'un CG module simple dans la représentation réguliere est égale
a son degré. En d’autres termes
T
Xreg = Z i X+
i=1

Démonstration. On sait que Xreg(g) = tr preg(g). Posons B = {e4}4ec une base. On a preg(h)(eg) =
eng par définition. Puis, il vient que

_ ‘G| sih= lG
Xreg(h) = { 0 sinon.

Puis,

geG

(Xregs Xi) = |Tl¥| > Xeeg(9)xi(9)

=n;.

3.1.2 Corollaire. On a

Démonstration. On a

|G| = Xres(1)

= Znin'(l)
=1
Y,
=1

3.1.3 Rappel (lére relation d’orthogonalité). On a

dij = (Xi» Xj)
= é > xil@xilg™)

geqG

1 < _
= @Z |Cklxi ()X (9,
k=1

ou C4,...,C, sont les classes de conjugaison de G, et ou g est un représentant de Cj.
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CHAPITRE 3. CARACTERE D’UN GROUPE FINI

3.1.4 Rappel. On a
G|

Chl = =
1O = et

ou Cq(gx) est le centralisateur de gg.

3.1.5 Théoréme (2¢me relation d’orthogonalité). On a

ZXL g)xi(g; ") = Ca(gk) |0k

Démonstration. On part de la premiere relation d’orthogonalité :

- Ck _
> xilgw) 1G] e |Xj(gk N =6y
o——G

A \—B/—“

Remarquer que A correspond a la table des caracteres. On a AB = I,.. Donc B= A" et BA = I,.
Puis :

Ot = (BA)

—ZBlm il
Z ||G| Xi gk Xz(gl)

|CG ) |sz gxi(gy "
- ZXi 9e)xi(9; 9 ): |Cc(gk)|Oki-
=1
]

3.1.6 Exemple (Cas particulier) Si l'on utilise cette relation avec la premiere colonne et elle-
méme, on obtient > ;_ n? = |G|.

3.1.7 Exemples. 1. G=Cy={1,g},

I g
X1 1 1
X2 1 -1

2. G = G3. Posons x1 le caractere trivial, xo le caractére signature et ys le caractere de degré
3, vu en exercices.

o1 2 3
id (123) (12)
i | 1 1 1
Yo | 1 1 ~1
X3 2 -1 0
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3.1.

TABLE DE CARACTERES DE G

. G = &4. Posons

Vi = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

On a V43 <6y, 635 < 64 et S3NVy = {id}. Donc 63V, = &4. Par le 2¢éme théoreme
d’isomorphisme, on a

G4/Vi=(63Vy)/Va = G3/(6G3NVy) = Gs.
Toute représentation de G5 donne une représentation de Gy, via le quotient

Su/Vi —— & — s GL(V)

Sy

On sait que o(a; az - ag)o~! = (o(a1) o(az) --- o(ax)). Les représentants les classes de

conjugaison sont donc id, (12), (123), (1234) et (12)(34), avec r = 5. Dans 63 = &,4/V,,

on trouve

[id] =id
[(12)]=(12)
[(123)] = (123)
[(1234)] = (13)
[(12)34)] =1id

On a la table des caracteres :

IC;] | 1 3 8 6 6

id (12)(34) (123) (12) (1234)

X1 1 1 1 1 1

X2 1 1 1 -1 -1

X3 | 2 2 -1 0 0

X4 | M4 a b c d

X5 | ns a’ v c d’
Puis :
~ on sait que Y;_, n? = |G| = 24, donc ny = n5 = 3,
— colonnes 1 et 5 (2&me relation d’orthogonalité) : d = —d’,
— colonne 3 :

1+1+1+0b+00 =3
= b=V =0,

— colonnes 1 et 4:c= —C,

— lignes 1 et 4 (1ére relation d’orthogonalité) :

3+3a+0+6c+6d=0
= 1+2(a+c+d) =0,

— lignes 2 et 4 :

3+3a+0—6c—6d=0
= 1+2(a—c—d)=0,
— a=-letc=—d,
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CHAPITRE 3. CARACTERE D’UN GROUPE FINI

— lignes 3 et 5 :

64+6a +0+0+0=0
= o = -1,

— colonnes 4 et 5 :
14+14cd+cd =0
= 2=1
= c==£1,d =d=F1,d = £1.

Sans perte de généralité, on choisi ¢ = 1. On obtient :

;| | 1 3 8 6 6

id (12)(34) (123) (12) (1234)
i | 1 1 1 1 1
Y2 | 1 1 1 ~1 ~1
xs | 2 2 -1 0 0
Xs | 3 ~1 0 1 -1
x5 | 3 ~1 0 ~1 1

4. Oy = {1,g,9% g*} est abélien. De plus, toute représentation irréductible p est de degré 1, et
envoie g sur une racine 4éme de 'unité. On a donc

1 g ¢ 4

xi|1 I 1 1

X2 1 ) -1 —1
xs |1 -1 1 -1
X4 1 —1 -1 1

Prof. J. THEVENAZ 27



3.1. TABLE DE CARACTERES DE G

Prof. J. THEVENAZ

28



Chapitre 4

Intégralité

4.0.8 Définition (Entier, entier algébrique). 1. Soit B un anneau commutatif et A un sous
anneau de B. On dit que b € B est entier s’il est racine d’un polynome unitaire a coefficiebts
dans B.

2. Un nombre complexe est un entier algébrique s’il est entier sur Z.

4.0.9 Remarque. Un nombre complexe b est algébrique s’il est racine d’un polynome a coefficients
dans Q. En divisant pas le coefficient dominant, on otient un polynome unitaire. On peut aussi
chasser les dénominateurs des coefficients pour obtenir un polynome a coefficients entiers. Mais on
ne peut pas en général faire les deux simultanément.
4.0.10 Exemples. 1. Les éléments de Z sont des entiers algébriques (duh).
2. Les entiers de Gauss Z[i] = {a+1ib | a,b € Z} sont tous des entiers algébriques. En effet, a +ib
est racine de X2 — 2aX + a® + b2.

4.0.11 Définition (Intégralement clos). Un anneau B est intégralement clos si aucun élément
de F'\ A est entier sur B, ou F est le corps des fractions de B.

4.0.12 Proposition. Z est intégralement clos.
Démonstration. Posons b=p/q € Q, avec p,q €Z, ¢ > 1 et (p,q) = 1. Alors

b est un entier algébrique = Jao, ..., an—1 tels que b + ap_1b" 1 4+ -+ ag =0
= P+ an1p" g+t apg” = 0.

q diviseur
Donc ¢ divise p, donc ¢ =1 et donc b € Z. O

4.0.13 Exemple. 1/2 € Q est algébrique, mais pas entier sur Z.
4.0.14 Proposition. Soit B un anneau commutatif, A un sous anneau de B et b € B. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. b est entier sur A,

2. anneau A[b] est un A-module de type fini, i.e. finiment généré,

3. il existe un sous anneau S de B contenant A et b tel que S est un A-module de type fini.
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Démonstration. 1. = 2.: Sibestentier sur A, alors Jag, . ..,an,_1 € Atel que b"+a,_1b" 1+
-+ +ap = 0. On va montrer que A[b] est engendré comme A-module par {1,b,...,6" 1} 1l
suffit de montrer que b¥ € Al +--- 4+ Ab"~1, Vk € N. Par récurrence sur k. Si k < n — 1 c’est
évident. Puis,

bn—l _

b" = —Qnp—1 s —ag.

bk—n

Si k > n, on multiplie I’égalité précédente par pour obtenir

WP = —a, BT — = gpbF T

3.: Trivial, en prenant S = A[b].
1.: On a S un sous anneau de B, de type fini comme A-module et qui contient A et
b. Donc S = Ay; + -+ + Ay,. Comme b € S, on a by; € S. Donc

2. =
3. =

by, = ci1y1 + -+ + CinYn,

et
[ N
bl o | =C| |,
Yn Yn
ou C' = (¢;,j)1<i,j<n. Posons D = C' — bl,, € M,,(S). Posons cof D la matrice des cofacteurs
de D. On a
hn Y1 0
(cof DY'D [ : | =(detD)| : | =|:
Yn Yn 0

= (detD)y; =0, Vi<n
= (detD)s =0, VseS
= det D = det(C —bl,,) =0.

Ainsi, b est une racine du polynome caractéristique de C, qui, a signe pres, est unitaire. Donc

b est entier sur A.
O

4.0.15 Corollaire. Si z,y € B sont entiers sur A, alors  + y et xzy le sont aussi. En d’autres
termes, {x € B | x est entier sur A} est un sous anneau de B.

Démonstration. On a A[x] = Al+---+Ax" "1 Afy] = Al+---+Ay™~ !, par hypothéses et la propo-
sition précédente. Alors A[z,y] est un A-module de type fini car engendré par {z'y? }1<i<n—11<j<m—1-
Puis, x + y,zy € Alx,y] et donc x + y et xy sont entiers sur A. O

4.0.16 Lemme. Si x est un caractére d'un groupe fini G et si g € G, alors x(g) est un entier
algébrique.

Démonstration. x(g) est une somme de racines de 'unité, par le théoréme de diagonalisation. [

4.0.17 Remarque. Soit p : G — GL(V) une représentation d’un groupe fini G. Alors p s’étend
par C-linéarité en un homomorphisme de C-algebre

p: CG — Endc(V)

D> g — > Agp(g).

geG geG
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On suppose que p est irréductible, et on restreint au centre Z(CG) : p|z(cq) : Z(CG) — Endc(V).
Pour tout z € Z(CG), p(z) commute avec p(g), Yg € G. Par le lemme de Schur, p(z) = Aidy pour
tout A € C. Donc Endcg(V) = Cidy. Donc il existe w : Z(CG) — C telle que p(z) = w(z)idy.
Clairement, w est un homomorphisme de C-algebre.

4.0.18 Lemme. Si Cq,...,C, sont les classes de conjugaison de G, alors

i=1

Démonstration. On sait que {6’17 . .,&} forme une base de Z(CG) comme C-espace vectoriel.
Clairement, C, Z(ZG), ¥1 < i < r. Donc {Z;zl ,ul-@ | s € Z,¥V1 <0 < r} C Z(Z@G). De plus,
si z € Z(ZG), alors z commute avec tout g € G. Donc z commute avec tout élément de CG et
z € Z(CG). Ainsi, z =) ;_, a,C;, ot a; € C. Mais z € ZG, d’olt a; € Z. O

4.0.19 Théoreme (Intégralité). Soit x; un caractére irréductible de G, soit g; € G et soit Cj la
classe de conjugaison de g;. Alors

G5
= xi(95)

T

est un entier algébrique.

~

Démonstration. Par le lemme précédent, Z(ZG) est un Z-module de type fini, engendré par 51, ey, G
Il s’ensuit que @ est entier sur Z, et donc il existe un polynéme unitaire f(X) = X™+a,, 1 X™ 1+
-+ ag a coefficients dans Z, tel que f(CA'J) = (. On sait qu’il existe un homomorphisme d’anneau
w; : Z(CG) — C tel que p;(z2) = w;i(2)I,,, Vz € Z(CG). On applique 'homomorphisme w; &
C, € Z(ZQ) C Z(CG) :

0= wl(O)
=wi(f(C)))

= f(wi(Cy)) car w; est un homomorphisme d’anneaux

et donc wi(éj) est un entier algébrique. Or

~

wi(Cy)In, = pi(Cy)

=Y pilg)
geG

~

= nw;(C;) = tr (wz(éj)ln)

=tr Z pi(9)

geG
=) xilg)
geG
= |Cjlxi(9;)
~ (oF
= wi(C)) = | J'Xi(gj)
n;
et donc 1< Xi(g;j) est un entier algébrique. O

uzs
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4.0.20 Théoréme. Soit n; le degré d’un caracteére irréductible x; de G. Alors n; divise |G]|.

Démonstration. On a :

6l _ &

<Xi7 Xi)

n; n;

1< B
= EZ|CJ|Xi(gj)X1Z(gj b
i=1

r C. -
= Bl e
j=1 %,_/ —

Entier algébrique Entier algébrique

€]

ng

est un entier algébrique rationnel. Donc gﬂ et n; divise |G]|. O

Ainsi, -

4.0.21 Remarque. Il n’existe pas, a ce jour , de preuve directe de ce théoreme.

4.0.22 Exemple. Soit G un groupe d’ordre pg, ou p et g sont deux nombres premiers, et ou
p < ¢. On va montrer que si G n’est pas abélien, alors ¢ =1 (p). Soit a = [G : [G; G]], le nombre de
caracteres irréductibles de degré 1 (cf exercices). Les caracteres irréductibles x; satisfont n;||G| = pg
et >i_, n? = |G|. Donc n; € {q,pq} est impossible. On doit donc avoir n € {1, p}. Soit b le nombre
de caracteres irréductibles de degré p. On a que b # 0 car G n’est pas abélien. Puis,

pq = |G
™
-Se
j=1
=a+ bp?.
On a donc que pla, ce qui entraine de p = a (car b # 0). Ainsi, ¢ = 1 + bp, ce qui montre que

g =1 (p). De plus,
g+l

p

b

Prof. J. THEVENAZ 32



Chapitre 5

Le théoreme p qb de Burnside

5.0.23 Conjecture (de Burnside). Si G est simple non abélien, alors 2||G|.

Démontré par Feit et Thompson en 1962, 250 pages. On assiste dans la période 1960-1980 a
un “boom” de la classification des groupes finis simples, pour aboutir en 1980 au Théoreme de
classification (environ 10000 pages). La liste est globalement :

— Cp, avec p premier,

- A,, avec n > b,

- PSL,,(F,),

PSP(]FQ)’

— etc...

et 26 exceptions, appelées groupes sporadiques, dont le fameux Monstre (environ 1
éléments).

050

5.0.24 Proposition. Soit E une extension fini (donc algébrique) d’un corps L. Soit o : L — C un
homomorphisme de corps, ou C est algébriquement clos. Alors il existe un plongement ¢ : E — C'
tel que ol = 0.

Démonstration. Comme [E : L] est fini, on a que E = L{az][az] - - - [oun]. Donce il suffut de montrer la
proposition pour une extension monogéne L[a]. Pour rappel, L[a] = L[X]/(f), ou f est le polynéme
minimal de « (donc irréductible). Soit L= o(L), qui est un sous corps de C. On a L = Z, car tout
homomorphisme de corps est injectif. Alors l’isomorphisme o : L =5 T induit un isomorphisme
d’anneaux o : L[X] = L[X]. Soit f= o(f) € L[X]. Comme f est irréductible, on a que f est
irréductible. Donc L[X]/(f) est un corps, isomorphe & L[a], out @ est un racine de f dans C' (qui
existe car C' est algébriquement clos). Posons

&: LIX]/(f) = Lla]
— Q



On a finalement

R
LX] —— —— L[X]
LIXI/F) i LIX]/(F)
_L[a] ’ E[a;

O

5.0.25 Lemme. Soit 8 € C, 8 =1+ --+¢&,, oll &; est une racine m-iéme de 'unité. Soit f € Q[X]
le polynome minimal de 3 sur Q. Si 8’ est un autre racine de f, alors

avec (k,m) = 1.

Démonstration. Posons L = Q[f]. C’est une extension finie de Q. Soit ¢ = e2i™/™ a racine primitive
m-iéme de 'unité. Comme 3’ est une autre racine de f, on a une isomorphisme de corps

o:L=Q[f] — L' =Q[F]
q—q sigeQ
Br— .
Comme chaque €; est une puissance de €, on a que 8 € Q[e], et donc L C Q[e]. Par le résultat
précédent, il existe un prolongement & : Q[e] — C de 0. Onaimo = Q[o(e)] C C. Comme ™ =1,
on a que 7(¢)™ = 1, et donc () est une racine primitive m-ieme de 1'unité, 5(¢) = ¥ pour un
certain k € N. Remarquer que (k,m) = 1. Il s’ensuit que &(g;) = ¢¥. Finalement,

B =0(B)
a(B)

n

>t

i=1

Il
Q

Il
Q

5.0.26 Remarque. En fait, Q[5(¢)] = Q[*] = QJ¢].
5.0.27 Lemme. Soit 7 : H — GL(V') une représentation irréductible de degré n d’un groupe fini
H. Soit h € H. Alors :

L. |XV(h)| <n,
2. si h € Z(H), alors |xv(h)] = n,
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3. si |xv(h)| =n et si T est fidele, alors h € Z(H).

Démonstration. 1. Déja fait. On sait que xyv (k) = Y i &;, ol €; est une racine |h|-iéme de
I'unité. Donc

Ixv(h)] =

n
D i
i=1
n
<Dl
i=1

=nN.

2. Si h € Z(H), alors 7(h) commute avec 7(g), Vg € H. Donc 7(h) est une multiplication par
un scalaire par le lemme de Schur. Posons 7(h) = eidy et m = |h|. On a que h™ = 1 et
donc ™ = 1. Ainsi, € est une racine m-iéme de I'unité. Puis, xy (h) = ne ce qui montre que

Ixv (h)| = n.

3. Réciproquement, supposons que |yv (h)| = |[Yi_, €| = n. La seule possibilité est que e; =
- =g, = €. On déduit que 7(h) = eidy. Ainsi, 7(h) € Z(GL(V)). Comme 7 est fidele, on a
que h € Z(H).

O

5.0.28 Théoréme (Burnside). Soit G un groupe fini, ¢ € G, C la classe de conjugaison de g,
p: G — GL(V) une représentation irréductible de degré n et x le caractére associé. Supposons
que (n,|C|) = 1. Alors

x(9) =0 oubien 7e Z(G/kerp).

Démonstration. Reparquer que p induit une représentation fidéle p : G/ ker p — GL(V'). Suppo-
sons que g € Z(G/ ker p) et montrons que x(g) = 0. Par le lemme précédent, on a que |x(g)| < n.
Comme (n,|C|) = 1, Ja,b € Z tels que an + b|C| = 1 (par l'identité de Bézout). Puis, par le
théoreme d’intégralité,

x(9) [Clx(9)
Lo =a xlg) +b—"==.
ent. alg. v
ent. alg.

Ainsi, o = x(g)/n est un entier algébrique. On a que |a| < 1 et

o= E?:lfi,
n

ol g; est une racine m-ieme de I'unité. Soit f € Q[X] le polynome minimal de «, et ¢ = deg f. Soit

o =ay,...,0q les racines de f dans C. Chaque «; est un entier algébrique, car a 'est, et que tout
. 5 . o« . n

polynome qui s’annule en a est un multiple du polynome minimal f de . Or na =" ; &;, donc

n ki
si2<i<gq,no = Z;;l 5?"’, pour un certain k;. Donc |o;| = ZFTIE’ < 1. Ainsi, |af <1, |ag] <1,

V2 < i < q. Clairement, [[?_, a; = £ fo, out fo est le terme constant de f. Donc [[}_; a; € Q est
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aussi un entier algébrique. Donc, comme Z est intégralement clos, [[{_; a; € Z. Puis

q q
[T i =TIl
i=1 i=1

= |a] |az| - |oyg]
N~
<1 <1 <1
<1
q
- H()éi:O

Donc f(X) = Xh(X), car le terme constant fy est nul. Or, f est irréductible, d’ou f(X) = X. 11
s’ensuit que ¢ = 1 et que o = 0. Donc x(g) = na = 0. O

5.0.29 Théoréme (de Burnside, sur les groupes simples). Soit G un groupe simple non abélien,
g € G\ {1} et C la classe de conjugaison de g. Alors |C| n’est pas une puissance d’un nombre
premier.

Démonstration. On suppose que G est non abélien et que |C| = p™, avec p premier. On va montrer
que G n’est pas simple. Les caracteres de G sont x1,...,Xs; Xs+1,-- -, Xr, aVec

p fmi=xi(1) sil<i<s,
pln; = xi(1) sis+1<i<r

Affirmation : 32 <14 < s tel que x;(g) # 0. Par Uabsurde, supposons que x2(g) = -+ = xs(g) = 0.
On utilise les 2eémes relations d’orthogonalité pour les colonnes g et 1. Comme g # 1, on a

ZXi(g)Xi(l) =0

= 1+ nixi(g) =0

i=1
1 oy
— — 4> — xlg) =0
p =
€N

ce qui est absurde. On a montré Uaffirmation. Soit donc 2 < ¢ < s tel que x;(g) # 0. On est dans
les hypotheses du théoréme précédent : |C| = p™, p [n; et donc (n;,|C|) = 1. Or x;(g) # 0 ce qui
montre que g € Z(G/ ker p;). Si ker p; # {1}, c’est un sous groupe normal de G distinct de G (car
i # 1) et donc G n’est pas simple. Si ker p; = {1}, alors G/kerp; = G et g € Z(G). Ainsi, G a un
centre non trivial est n’est donc pas simple. O

5.0.30 Théoréme (p®q” de Burnside). Soit G un groupe fini d’ordre p®q®, ol p et ¢ sont premiers,
et p®q® n’est pas premier. Alors G n’est pas simple.

Démonstration. — Si |G| =1, alors par définition, G n’est pas simple.
— Si |G| = p?, avec a > 2, alors Z(G) n’est pas trivial. Si Z(G) = G, alors G est abélien et donc
d’ordre premier (Cp), ce qui est absurde.
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— Supposons que |G| est divisible par p et ¢, (donc a,b > 1). Il existe un p-Sylow H d’ordre p®.
Alors Z(H) n’est pas trivial, car H est un p-groupe, et donc 3h € Z(H) \ {1}. Alors Cg(h)
contient H car h est central. Ainsi

H CCg(h)C G,
~— ~—
pe paqb
et |Ci(h)| est divisible par ¢. Par le théoréme précédent, G n’est pas simple.
U

5.0.31 Définition (Groupe résoluble). Un groupe G est résoluble s'il existe une suite de sous
groupes emboités G = Gy > G; > --- > G, = {1} telle que

o Giy1 4Gy,

e G;/G;y1 est abélien.

5.0.32 Propriétés. 1. Si H est un sous groupe d’un groupe résoluble, alors H est résoluble.
2. Si N <G et si G est résoluble, alors G/N est résoluble.
3. Si N 4G et si N et G/N sont résolubles, alors G est résoluble.

Démonstration. 1. On a une suite G = Gy > G1 > -+- > G, = {1} satisfaisant les conditions de
la définition. Posons H; = H N G;. Alors la suite H = Hy > Hy > --- > H, = {1} satisfait
aussi les conditions de la définition, et donc H est résoluble.

2. On a une suite G = Gg > Gy > --- > G, = {1} satisfaisant les conditions de la définition.
Soit 7 : G — G/N la projection canonique. Posons G; = 7(G;). Alors la suite G/N = G >
G1 > - > G, = {1} satisfait aussi les conditions de la définition, et donc G/N est résoluble.

3. On a deux suites N = Ng > Ny > --- > Ny = {1} et G/N =Gy > Gy > --- > G, = {1}.
Soit 7 : G — G/N la projection canonique. Alors la suite G = 7= 1(Go) > 77 1(Gy) > -+ >
7 YG,) =kerm = N = Ny > Ny > --- > N, = {1} satisfait les conditions de la définition,
et donc G est résoluble.

O

5.0.33 Exemples. 1. Si G est simple non abélien, alors il n’est pas résoluble.

2. Le groupe G4 est résoluble :
G4l Ay >V > Cy > {id}.

5.0.34 Théoréme (p®q"® de Burnside, version 2). Tout groupe d’ordre p®q® est résluble, avec p et
q premiers.

Démonstration. Par récurrence sur |G|. On démarre sur le cas |G| = p, avec p premier. Dans ce
cas, G est abélien, et donc résoluble. Si |G| n’est pas premier, alors il existe un sous groupe normal
N <G, avec N # {1}, G, par le théoreme p®q®. Par hypotheése de récurrence, N et G /N sont d’ordre
plus petits et donc résolubles. Ainsi, G est résoluble. O
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Chapitre 6

Produit tensoriel

6.0.35 Définition (Application équilibré). Soit A un anneau, M un A-module & droite, N un
A-moduole a gauche, et P un groupe abélien. On dit qu’une application f : M x N — P est
A-équilibré si

o f(my+ma,n) = f(mi,n)+ f(ma,n), Ymy,ms € M, Vn € N,

e f(m,ni+n2) = f(m,n)+ f(m,ns), Ym € M, Vny,ns € N,

e f(ma,n) = f(m,an), Ym € M, Vn € N, Va € A.

6.0.36 Définition (Produit tensoriel). Soit A un anneau, M un A-module & droite, et N un
A-module & gauche. Un produit tensoriel de M et N est un couple (7,t), ou T est un groupe
abélien, t : M x N — P est A-équilibré, tel que pour tout groupe abélien P et toute application
équilibré f: M x N — P, 3: f: T — P telle que f = fot.

M x N

N

6.0.37 Propriétés. Le produit tensoriel existe toujours. De plus, il est unique a isomorphisme
unique pres. On le note M ®4 N.

f

R

6.0.38 Propriétés. 1. (my+mo)@n=m; @n+mg®n, Ymy,mg € M, Vn € N,
2.m®(ny+n))=men +mng, Vm e M, Vny,ns € N,
3. (ma)®@n=m® (an), Vm € M, Vn € N, Va € A,
4. m®0=0,Vme M,
5. 09dn=0,Yne N
6. (—m)®n=—(m®n)=m®e (—n),
7. tout élément de M ® 4 N s’écrit

Zzi(mi ®n;),

i

avec m; € M, n; € N, z; € N.
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6.1. PRODUIT TENSORIEL DE REPRESENTATIONS

6.0.39 Remarque. Si A est un anneau commutatif, alors M ® 4 N peut étre muni d’une structure
de A-module :

AXx(M®aN)— M®sN
(a,m @n) — (Mma) @ n.

6.0.40 Proposition. Soit N un A-module & gauche.

1. A®4 N est muni d’une structure de A-module a droite via
a(b®@n) = (ab) @ n.
2. On a un isomorphisme de A-modules
p: A®a N =N
a@n+—an,

d’inverse

Y:N -3 A®4 N
nr—1Qn.

6.0.41 Proposition. Soient M; et My deux A-modules a droite, et N un A-module a gauche.
Alors on a un isomorphisme

¢ (My & My) @4 N —> (M; @4 N) & (My ®4 N)
(m1 +mo) @n+— (Mg @n) + (M2 @n).
6.0.42 Remarque. En réalité, on a méme I'isomorphisme suivant :
(@ Mi) AN = @O, 04 V).
iel i€l

6.0.43 Proposition. Supposons que A est commutatif. Soit M un A-module libre de base {e; }icr,
et N un A-module libre de base {f;}jcs. Alors M ®4 N est libre de base {e; ® f;} i j)erxJ-

6.1 Produit tensoriel de représentations

Soit G’ un groupe fini.

6.1.1 Définition (Produit tensoriel de représentations). Soit K un corps, et V et W deux KG-
modules a gauche. Le produit tensoriel de V et W est le K-espace vectoriel Vg W =V @ W,
muni de la structure de KG-module suivante :

9(v @ w) = (gv) ® (gw),
étendue par linéarité (des deux cotés).
6.1.2 Remarque. Cette action de g correspond au produit tensoriel py(g) ® pw(g).
6.1.3 Proposition. Soient V' et W deux CG-modules. Alors

XVeWw = XVXW -
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Démonstration. Soit E = {e;}1<i<n une base de V, et F = {f;}1<j<m une base de W. Posons
A=pv(9)E et B =pw(g)k. Alors

n
ge; = Aije;
=1
m
gfs = Z Brsfr'
r=1

Par la proposition précédente, C' = {e; ® fr}1<i<n,1<r<m forme une base de V.® W. L’action de g
sur V ® W est donnée par

g(e; @ fs) = (ge;) @ (9f)

— (z: Aijei> ® (i Brsfr>

n m

- ZZAijBrs(ei ® fr)

i=1 r=1

= AjBys(e; @ f) + DY e
Ainsi,
xvew(9) = tr pvew(g)

= > AjiBs

j=1s=1

=>4 (ZBSS>
j=1 s=1

= xv(9)xw(9)-
O

6.1.4 Corollaire. Soit r le nombre de classes de conjugaison de G, et soient x1, ..., X, les caractéres
irréductibles de G. Posons

R(G) = {ZmiXi | m; € Z,V1 <i < 7«}.
=1

On a que R(G) C Fo(G,C) = {>°7_, hixi | \i € C,V1 <i <r}. De plus, R(G) est un anneau
commutatif, avec élément neutre 1, le caractére trivial.

Démonstration. Il est clair que c’est un groupe. Définissons la multiplication par
XZX] = XS.L‘®SJ' .

On a alors que X;X; = > p_y MkSk, 0U S; ® Sj = @S,?m’“. Il est clair x; est I’élément neutre ce
cette multiplication, et que R(G) est alors un anneau commutatif. O

6.1.5 Définition (Anneau des représentations). L’anneau R(G) s’appelle 'anneau des représentations
de G.
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6.2. REPRESENTATION D’UN PRODUIT DIRECT

6.1.6 Corollaire. L’ensemble {x | x est un caractére irréductible de degré 1} est un sous groupe
de R(G)*.

Démonstration. Montrons que cet ensemble est contenu dans R(G)*. Soit x; un caractere irréductible

de degré 1, et S; sont CG-module simple associé. Alors y; a pour inverse ;. En effet, si B est une

base de S;, alors pg,(g)8 = (¢), pour un certain ¢, racine de I'unité. On sait que €2 = e = 1. Donc

XiXi = XiX = X1-
Montrons maintenant que cet ensemble est stable par addition. Si x; est un autre caractere
irréductible de degré 1, et de module associé S}, alors

dim §; ® S; = dim S; dim S
=1,
car S; et S; sont des C-modules libres (i.e. des espaces vectoriels). O

6.1.7 Corollaire. Si y est un caractere de degré 1, alors xx; est un caracteére irréductible, pour
tout caractere irréductible ;.

Démonstration. Si xx; se décompose, alors x; se décompose aussi, ce qui est absurde. O

6.1.8 Proposition. 1. Soient ¢, x, trois caracteres de G. Alors

(ox;¥) = (&, X0)-
2. Soient U, V, W trois CG-modules. Alors

(xvev, xw) = (XU, Xxv-ew)-

Démonstration. 1. Ona:

- ﬁ S 6(9)x(9)0(g)

geqG

- |%| OO

geqG

= (¢, X))

(X 9)

2. On a:

XUXV7XW>

(xvev, xw) = (
= (xu, Xvxw)
=
=

XU XV*XW)
XU, XV*®W>-

6.2 Représentation d’un produit direct

Soient G et H deux groupes finis. Soit V' un CG-module et W un CH-module. On met sur
VW =V ®c W une structure de C(G x H) module comme suit :

(g; 1) (v @ w) = (gv) @ (hw),

qui est une action bien définie que ’on étend par linéarité.
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6.2.1 Remarque. On peut munir V' d’une structure de C(G x H)-module comme suit :

(g, h)v = gv.

On peut faire de méme avec W. On a que V @ W est alors le méme C(G x H)-module que
précédemment.

6.2.2 Proposition. Soit V un CG-module, et W un CH-module. Alors

xvew (g h) = xv(g)xw(h).
Démonstration. Par la remarque précédente. O

6.2.3 Notations. e Le caractére du C(G x H)-module V ® W se note xy X xw. On a donc

que (xv x xw)(g,h) = xv(g)xw(h).
e On note (—, —)¢ le produit scalaire des caracteéres de G.

6.2.4 Théoréme. Soient xi,..., X, les caracteres irréductuble de G, et 11, ..., les caracteres
irréductibles de H. Alors :
1. x: X 9; est un caractere irréductible de G x H, V1 <i¢ <r,V1 <j <,

2. {xi X ¥j}1<i<ri<j<s est ensemble de tous les caracteres irréductibles de G x H.

Démonstration. 1. On a:
1 [
i X ¥j. X X Yj)axn = G i Z (xi X ¥5)(g,h)(xi % 1;)(g, h)
(g,h)EGxH
1 -
= 1@ 2 2 K@ (9T
gEG heH
. 1 o
— % > xil9)xil9) (H > wj(h)qu(h))
] 9geG | heH

(Xi> Xi)a (Wi, i) H
=1.

Donc x; x 9; est irréductible.

2. Le nombre de classes de conjugaison de G x H est r X s car toute classe de G x H est de la
forme C' x D, ou C et D sont des classes de GG et H respectivement.
O

6.2.5 Remarque. Ce théoreme fonctionne sur C, mais pas sur un autre corps K. On peut avoir V'
un KG-module simple, W un KH-module simple, mais V ® W un K(G x H)-module non simple.
Par exemple, G = H = C3 = (g) et K =R. Posons V =W = R[X]/(X? + X + 1), ot I'action par
g correspond a la mltiplication par X. Alors V' et W sont des RC3-modules simples de dimension
2 (malgré le fait que C3 est abélien!), mais V ® W n’est pas un R(C3 x C3)-module simple.
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Chapitre 7

Représentation induite

7.0.6 Définition (Module induit). Soit H un sous groupe d’un groupe fini G. Soit K un corps et
V un KH-module & gauche. On définit le KG-module suitant :

Indf (V) = KG ®xp V,
I'induite de H a G de V, avec la structure de KG-module suivante :
g9(x ®v) = (gz) @ v.
On note
iV — Ind$(V)
v— 1 Qv
qui est KH-linéaire.

7.0.7 Propriété (universelle de 'induite). Pour tout KG-module W et pour toute application
KH-linéaire ¢ : V. — W, ¢ : Indg(V) — W qui est KG-linéaire et telle que la diagramme
suivant commute :

IndS, (V)

Démonstration. On définit

¢:IndG (V) =KG@xy V — W
g @ v go(v),

qui est bien définit et étendu par linéarité. Clairement, 5 o4 = ¢. On vérifie que 5 est KG-linéaire :

$g(z @v)) = ¢((g92) @v)
= grd(v)

= g(xp(v))

= go(z ®v).
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7.1. DESCRIPTION DE L’INDUITE

On vérifie que 5 est unique :

P(g@v) = d(g(1 ®@v))
= gé(1® v)
= g(¢0i)(v)
= g¢(v),

ce qui montre que 5 est unique. O

7.0.8 Remarque (Autre formulation). Si W est un KG-module & gauche, alors Res% (W) désigne
le KH-module obtenu en restreignant la structure de module. La propriété universelle : on a iso-
morphisme de K-espaces vectoriels

Homg e (Ind$ (V), W) — Homg g (V, Res g, (W))
Yo

7.0.9 Corollaire (Réciprocité de Frobenius). On a
<Xlndg(\/)a XW>G = <XV7 XRCS%(W)>H'

Démonstration. Rappelons que (xu, xr) = dimHomeg(U,T') (série 7, ex. 4), ou U et T sont des
CG-modules. O
7.1 Description de ’induite

On a G = HZZI giH, ou g1,...,9m, sont les représentants des classes a gauche. Alors KG se
décompose comme KH-module a droite :

KG =K (]_[ giH>

i=1

= @K(gzﬂ)

On en déduit que
nd% (V) = KG @xy V

m
= (@ gﬂKH) Qxn V

i=1

= P (9:KH @xn V)
i=1

ot g; @V ={g;®v |veV} Donc Ind% (V) est une somme directe de sous espaces vectoriels.
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CHAPITRE 7. REPRESENTATION INDUITE

7.1.1 Proposition. Soit H < G.
1. g; ®V 2V comme K-espaces vectoriels, via g; ® v — v.
2. g; ® V est muni d’une structure de K(gngi_l) via gihgi_lv = g; ® hv.
3. dimInd$(V) = [G : H]dim V.

Démonstration. 1. Remarquer que KG est un KH-module libre a droite, de base g1,...,gm.
2. Soit h € H.
(gihg; (v @ gi) = g:h(1®v)
=gh®v
= g; ® hv.

3. Voire avant.
O

7.1.2 Proposition. On se donne un KG-module W. On suppose que W =V; @ --- @ V,;,, comme
K-espace vectoriel, tel que I'action de G permute transitivement les sous espaces V;. Alors W =
Ind% (1), ot H = Stab V;.

Démonstration. Vi est un KH-modules, puisque hV; = Vi,Vh € H.On a

VI%Z,W

j //,
Indf; (VA1)

ie. joi(v)=j(1®v)=j(v)=uv, Yve V. Alors

JlgeWi)=gj(l® W)
=gV
= Vk7
pour un certain k. Comme G agit transitivement sur les V;, on a V; = gV1, pour un g € G bien

choisi. Ainsi, j est surjective. Or dim IndH(Vl) = mdimV; = dim W. Par le théoréeme du rang, j
est un isomorphisme et W 2 Ind$ (V4). O

7.2 Caractere d’une induite

Rappelons que

m

IndG @ g; QV,

ou g1, ...,gm sont les représentants des classes a gauche de H dans G. Pour tout g € G, on a :

9(gi®V) =990V
=gih®@V pour une unique paire g;, h
=g; @hV
=g;®V.
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7.2. CARACTERE D’UNE INDUITE

Soit E = {e1,...,e,} une base de V. Alors {¢; ® ex}i1<k<p forme une base de ¢g; ® V. Donc
{gi ?;fkhgigm’lgksp forme une base de Ind% (V). La matrice de Pma¢ (v)(9) est, dans cette base,
par bloc :

g @V - gV o gnoV
gl®v ? e O oo ‘?

si g(g; ® V) = g; ® V. Cela signifie qu’il n’y a qu’un seul bloc non nul par colonne bloc. Pour le
calcul de la trace, il ne reste que les blocs diagonaux.

- Sig(g; ®V) # g; @V, alors la j-eme colonne pas bloc ne contribue pas.

- Sig(g; ® V) =g; ®V, alors on a un bloc diagonal et gg; = g;h, pour un certain h € H, i.e.
gjggj_1 € H. Dans ce cas, la contribution de ce bloc dans le calcul de la trace est la trace de
l'action de h sur V car g(g; ® V) = g; @ hV.

Par conséquent :

Xmag(@) = D> xvi(gig9; ")
9;99; ' €H

On a aunsi la formule du caractére de I'induite.

7.2.1 Remarque. On peut définir 'induite d’une fonction centrale f € Fo(H,C) par la formule

mdf(f)9) = >  flgig9;")-

g;99; '€H

Cela donne une fonction centrale sur G. Remarquer que Indg (xv) = XInd§ (V) On a en particulier
la réciprocité de Frobenius :

(mdf(£1). f2) , = (frResfi(f2))

ol Resg(fg) = folm.

7.2.2 Théoréme. Soit H <G. On se donne un CG-module simple V. On suppose que V 2 g® V),
Vg & H. Alors Ind$ (V) est un CG-module simple.

Démonstration. Soit g1, ..., gm les représentants des classes de H dans (. Sans perte de généralité,
g1=1.0na

ResfIndi(V) = gioV
=1 .
KH-mod conj.
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CHAPITRE 7. REPRESENTATION INDUITE

Puis :

<X1ndg(\/) XInd§ V)> <IndH xXv), Indg(xv)>a
<X ReSH IndH(XV)>H
<X » XRes§ Indg(V)>
<Xv ZX91®V>

m

Z XVanltX)V

=1

.

m
=XV, Xgiov) g + Z XV XgiaV) i
=2 0 car Vakg @V
<XVaX1®V>
=Xv,X\V)g
=1.

O

7.2.3 Remarque. On sait que g ® V est un K(gHg~!)-module, donc un KH-module, car H < G.
On I'appelle module conjugué de V. L’action de h sur g ® V est égale a I’action de g~ *hg sur V.

7.2.4 Exemples. Posons G = &3, H = (h) < &3, ou h = (123),

pv H—C*
2im

h—es =w.

On a &3 = HUgH, ot g = (12). L’action pggy : H — C* est donnée par
h(g®v) =hg®v
=99 'hg®@v
=g®g 'hgv.

Ainsi, h agit sur ¢ ® V comme g~ 'hg agissant sur V. Or g~ 'hg = h~!. Il vient que h~! agit par
wt £ w, et donc que g ® V 2 V. On utilise le théoréme précédent et on obtient que Indg:” (V) est
un C&3-module simple de dimension 2. Son caractere est par exemple :

XIndg3(V)(
Xlnd§3(V)((1 2
Xlndf,3(v)((1 23
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